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Vorwort. 



An einem Werke, welches leichtf asslich die ersten Principien der 
Funktionentheorie geben würde, fehlt es noch. Das Werk von Durege 

behandelt ausschliesslich die Riemannsche Theorie. Ich habe mich 
daher entschlossen, die nachstehend zusammengestellten Themen zu 
veröffentlichen. Sie geben nur die charakteristischen Züge der neueren 
Funktionentheorie wieder und sollen Vorstudien sein zu Weierstrass Ab- 
handlungen aus der Funktionentheorie, sowie zu dem bekannten Werke 
von Biermann. Oft findet man die Beweise mehr angedeutet als aus- 
geführt, was einer zur Orientierung bestimmten Ausführung wohl nur 
zum Nutzen gereichen wird. Dafür war ich bestrebt, durch zahlreiche 
Beispiele das Verständnis zu erleichtern. 



Prag, im September 1893. 



Dr. W. L^ska. 
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Preisgekrönt ih Frankfurt a, M. 1 881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gefiamtgebiete der Mathematik , Physik, 
Mechanik^ math. Geographie, Astronomie, des Hasehinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hochbaues, des konstrnktiTen Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollst&ndig 
gelöster Form, mit ylelen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann yerständlicb sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnejt — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
tLberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern fdr den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsterzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betrefTende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen : Realschulen !• und IL Ord«, gleich- 
berechtigten höheren Bflrgerschulen« Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gjmnasien , Schullehrer- Seminaren , Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschnien aUer Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, UniTersitäten, Land- nnd Forst wissenschaftsschulen, 
Hilitärschulen, Torberel tu ngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjahrig-Frei- 
willige- und OfQziers-Examen, etc. 

Die Schäler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt fdr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre ' in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die fiberaas grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul-' 
Unterricht geböten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum AnflÖsen ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen h&uslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Terständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufii- 
zwelgen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Klejer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlung. 
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§ 1. Grundbegriffe. 

In der Funktionentheorie wird oft von der Stetigkeit gesprochen. Geo- 
metrisch sich eine stetige Grösse vorzustellen unterliegt keiner Schwierigkeit 
Analytisch erfordert die Stetigkeit eines Beweises, dass wir imstande sind, die 
Aufeinanderfolge zweier Zahlen so darzustellen, dass der Begriff der Lücke 
nicht anwendbar wird. Werden wir uns eines Gegenstandes mehrmals bewussty 
so drücken wir dies aus durch ein bestimmtes Zeichen, welches wir die benannte 
Zahl nennen. Abstrahieren wir von der Individualität der Vorstellung, so ge- 
langen wir zu dem Begriffe der reinen Zahl. So abstrahieren wir den Be- 
griffen fttnf Bäume, fünf Häuser etc. den Begrifi fünf. Es gibt aber Vor- 
stellungen, die von der qualitativen Individualität frei sind, bei welchen also 
nur quantitative Beziehungen hervortreten. Z. B. die Vorstellung von zwei un- 
gleich langen Strecken. Diesen Vorstellangen abstrahieren wir den Begriff des 
Verhältnisses. Wie klein wir auch die Einheit der reinen Zahl nehmen 
mögen, immer gelangen wir zu einer diskreten Menge: Wir zeigen nachstehend, 
dass die Aufeinanderfolge der Rationalzahlen Lücken hat. Diese werden durch 
Zahlen ausgefüllt, die dem Begriffe des Verhältnisses nachgebildet sind, durch 
die irrationalen Zahlen. Stellen wir uns zwei ungleiche Strecken vor. Lässt 
man die eine unbegrenzt wachsen, während die andere sich gleich bleibt, so 
durchläuft ihr Verhältnis eine stetige Reihe von Vorstellungen. Be- 
zeichnen wir die Quantität einer jeden Einzelvorstellung mit einem Zeichen, so 
gelangen wir in den Besitz einer kontinuierlichen Zeichenreihe. 

Der erste, der sich mit den irrationalen Zahlen eingehend beschäftigte, war 
Bolzano; derselbe gab 1817 die erste wissenschaftliche Definition dieses Be- 
griffes. Seine Theorie wurde später selbständig durch Cantor (Math. Ann., 
B. V. Acta Math. B. n, vergleiche auch Heine Grelle Journal 74) erfunden 
und erweitert. Die irrationale Zahl wird hier als Grenzwert der Rationalen 
betrachtet. Schwieriger ist die von Weierstrass entwickelte Theorie (vergl. 
Math. Ann., B. 21). Neben Cantor und Weierstrass hat Dedekind in seiner 
Schrift „Stetigkeit und irrationale Zahlen" eine Theorie der irrationalen Zahlen 
entwickelt, die auf einfachen Principien beruht. 

Wir geben im nachstehenden die Grundzüge der Dedekind sehen Theorie 
wieder : 

Lehrsatz 1. Haben wir zwei noch so nahe liegende Brüche, so können 
wii' immer noch einen dritten einschalten. 



Beweis. Seien : 



und 



ß ß^ 
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2 Fnnktionentheorie. 

die gegebenen Brüche. Bringen wir sie auf gemeinschaftlichen Nenner, so wird 

g/y p^ a'ß q 

Da nun: 

a a^ 



so muss auch: 

Nehmen wir j) ^ g + 1 an, so können wir schreiben : 

1. P+^ X 

wodurch der Satz bewiesen ist 
Ist aber: 

so wird sicher: 

2p>2q-\-l 
und wir haben in: 

2w ' 2w ' Tw' 

die gewünschte Einschaltung. 

Lehrsatz 2. Es gibt Zahlen, die sich nicht als Quotient zweier ganzen 
Zahlen darstellen lassen. 

Beweis. Es genügt, wenn wir die Existenz einer einzigen solchen Zahl 
beweisen, dieses thun wir dadurch, dass wir zeigen: 

Wenn eine positive ganze Zahl nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ist, 
so kann sie auch nicht das Quadrat eines rationalen Bruches sein. 

Sei D eine solche Zahl, so wird: 

wobei l eine bestimmte ganze Zahl bezeichnet. 
Nehmen wir nun an: 

u 
wobei t und u relativ prime ganze Zahlen sind, also u der kleinste Nenner ist 
Aus: 

w 
folgt: 

%u<C.t — Xu<Cu 
Nun ist aber identisch: 

{Du ^X)t^-D{t — liCf = (A^ - D) (/« - Du^ 

also da der Voraussetzung nach: 

t^ — Du^ = 
auch: 

{pu — X(f'^D{t — luy = 0, 

d. h.: 

(J)u — Uy 
{t-luf 



Grnndbegritfe. ^ 

da nun: 

so wäre u nicht der kleinste Nenner, was der Voraussetzang widerspricht 

Es gibt also Zahlen, die sich nicht als Quotient zweier ganzen Zahlen 
darstellen lassen. 

Wir wollen sie irrational nennen, gleichviel ob sie als Wurzelgrössen oder 
als Logarithmen oder als anders definierte Zahlen auftreten. 

Durch den Nachweis der Existenz der irrationalen Zahlen ist nach- 
gewiesen, dass es bei der Annahme der ganzen und rational gebrochenen Zahlen 
allein, in der Zahlenreihe Lücken geben würde, me aus na^stehender Ueber- 
legnng hervorgeht 

Denke man sich die rationalen Zahlen der Grösse nach geordnet und sei a 
irgend eine bestimmte rationale Zahl dieser Beihe; 

A B 



a ß 

Diese wird dadurch in zwei Teile A und B zerlegt Eine jede Zahl der 
Abteilung A ist kleiner als eine jede der Abteilung B. Tritt dieses ein, so 
sagen wir, dass eine Teilung vorliegt. 

Die Zahl a können wir nach Belieben zu A oder B rechnen. Dann ist 
aber folgendes zu bemerken: 

Gehöii; a zu J, so ist es die grösste Zahl im Gebiete A. In B gibt es 
dagegen keine kleinste Zahl. Denn nehmen wir auch eine Grösse /} an, so 
können wir nach dem Lehrsatz 1, § 1 zwischen a und ß eine dritte einschalten. 

Umgekehrt, rechnen wir a zu £, so gibt es in B keine grösste Zahl 
und a ist die kleinste Zahl im Gebiete B. 

Diese Sätze lassen sich umkehren. 

Es gibt Teilungen, bei welchen weder in B eine grösste, noch in B eine 
kleinste Zahl existiert 

Sei wieder D eine positive ganze Zahl, welche nicht das Quadrat einer 
ganzen Zahl ist Bilden wir nun eine Teilung so, dass sich in B alle positiven 
rationalen Zahlen befinden, deren Quadrate grösser sind als D und in A seien 
die übrigen rationalen Zahlen, dann haben wir eine solche Teilung. 

Sei: _ x{x^-^ZD) 

und sei x eine rationale Zahl, dann ist y auch eine solche. Wii* erhalten: 

Sei nun x eine Zahl der Abteilung A, dann ist: 

x^<D 
und auch: 

also auch y eine Zahl derselben Abteilung. Nun folgt aus: 
dass: 
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Sobald ich also in A eine Zahl x annehme, so kann ich stets noch eine 
grössere rationale Zahl bilden. In Ä gibt es also keine grösste Zahl. 

Nehmen wir x in der Abteilung B, so wird: 

x^y>D 
also auch: 

und 

also gibt es in B keine kleinste rationale ^ahl. In unserem Falle kann die 

Teilung nur durch die irrationale Zahl VD bewerkstelligt werden, also fallt 
diese Zahl die Lücke in den rationalen Zahlen aus. 

Wir definieren nun die allgemeine irrationale Zahl dadurch, dass wir 
sagen, irrationale Zahlen sind solche, durch welche die Lacken 
der rationalen Zahlen derart erfüllt werden, dass die Zahlen- 
reihe ein Kontinuum wird. 

Um nun auch eine numeiische Definition der irrationalen Zahlen zu haben, 
stellen wir folgende Ueberlegung an: 

Lehrsatz 8. Ist N eine endliche ganze Zahl^ so ist der Bruch: 

_l_ 

N 

immer ein periodischer. Denn dividiert man 1 durch N, so erhält man höchstens 
JV— 1 verschiedene Beste, dann muss ein früher dagewesener Best erscheinen. 

Ich kann also eine jede gebrochene Zahl charakterisieren durch: 

n N 

wobei M und N relativ prim sind. Wir können also definieren. Ist eine Beihe: 




10* 

Jt = 

wobei ßk beliebige Zahlen von bis 9 bezeichnet, nicht dar- 
stellbar unter der Form: 

A-\-B2 

wobei Ä und B ganze Zahlen und 2 einen periodischen Bruch 
bezeichnen, so stellt sie eine irrationale Zahl dar. 

Nachdem wir so uns eine kontinuierliche Zahl geschaffen haben, ist es leicht, 
durch Einführung komplexer Zahlen eine kontinuierliche Fläche zu schaifen, 
welche wir die Zahlenebene nennen wollen. 

Nun wollen wir einige für die Folge wichtige Definitionen einführen. 

Eine Grösse heisst veränderlich, wenn sie so definiert ist, dass sie 
unendlich viele Wei1/e annehmen kann. 

Kann sie alle Werte der Zahlenebene annehmen, dann nennen wir sie 
unbeschränkt veränderlich. 

Die unbeschränkt veränderliche Grösse hat folgende Eigenschaften: 

Ist a ein Wert derselben und d eine positive Grösse, so gehören alle x, 
für welche: 

\x — a| < d 
wo d beliebig (klein) sein kann, zu ihren Werten. 
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Eine veränderliche Grösse fiberhanpt kann ebenso definiert werden; nur 
brancht die obige Eigenschaft nur dann stattzufinden , wenn d beliebig klein ist 
Man sagt dann, die Grösse sei stetig veränderlich. Sämtliche Werte der 
Grösse bilden den Bereich derselben. Der Bereich ist im allgemeinen begrenzt. 

Wir definieren: a liegt an der Grenze des Bereiches von Xj wenn es 
in einer noch so kleinen Umgebung von a Werte gibt; die zu den definierten 
gehören und auch solche, die zu ihnen nicht gehören. 

Unter Umgebung von a wird die Gesamtheit der Werte von x, für welche: 

\x — a|<d 

ist, wobei d eine beliebig kleine Grösse ist | | heisst: der absolute Wert 

Eine veränderliche Grösse ist unendlich kleiner Werte fähig, oder kann 
unendlich klein werden, wenn es in ihrem Bereich Werte gibt, di^ ohne 
zu sein, kleiner als eine jede gegebene, noch so kleine Grösse d sind. Dieses 
wird stets zutreffen, wenn im Bereiche selbst oder an der Grenze des Be- 
reiches liegt 

Zwei veränderliche Grössen können in derartigem Zusammenhange stehen, 
dass zu jedem Wert von x ein oder mehrere, auch 00 viele, aber bestimmte 
Werte von y gehören. Dann sagen wir: y wird mit x unendlich klein, wenn 
nach Annahme einer beliebig kleinen Grösse e, d so klein genommen werden 
kann, dass zu jedem x, dessen Wert: 

\x\<d 
ein Wert y gehört, der: 

|yi<« 

Nun ist es leicht, die Grenze zu definieren: Wir sagen, y nähert sich 
der Grenze y, wenn sich x der Grenze a näheit, sobald y — g mit x — «zu- 
gleich unendlich klein wird. 

Wir sagen femer, x wird unendlich gross, wenn es unter den 
Werten, die es annehmen kann, solche gibt, die grösser sind. als jede noch so 
grosse gegebene Zahl. 

Unter x — 00 verstehen wir immer — . Beide Grössen sind nämlich lineare 

X 

Funktionen von x, die unendlich klein werden, sobald x unendlich gross wird. 

Wir sagen, eine Grösse y ändert sich stetig mit x, wenn y derart 
von X abhängt, dass unendlich kleinen Aenderungen von x unendlich kleine 
Aenderungen von y entsprechen. 

Sei: rr V 

dann muss nach Annahme eines noch so kleinen e^ d so bestimmt werden können, 
dass für: 

\h\<d 

\f(a<,-h)-ax,)\<e 
wird. 

Wir wollen femer zwei Funktionsausdrücke f(x) und F(x) gleichwertig 
nennen, wenn für alle Werte von x die Ungleichung besteht: 

\fix) - F{x)\ < e 

wo e eine beliebig kleine Grösse bezeichnet. 

Wir wollen einige Benennungen für die Unendlichkeitsstellen einführen. 

Wir definieren eine logarithmische Unendlichkeitsstelle durch die 
Gleichung, unter A eine endliche Grösse verstanden: 
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Älog(z — Zf) für z = Zq 
eine algebraische Unendlichkeitsstelle durch: 

für z = Zt, 

z — z^ ^ 

Wir haben eines Begriffes noch zu erwähnen, der in der neueren Fank- 
tionentheorie öfters genannt wird: wir meinen die Punkt menge. Dieselbe 
wurde von Cantor eingeführt 

Denken wir uns auf einer Geraden eine Reihe von Punkten, durch ein 
bestimmtes Gesetz x bestimmt, dass ihre Entfernungen von einem Nullpunkte 
gleich: 

«1 «a ^3 ^4 • • • 
werden. Dann stellen die Zahlen: 

«1 ^i «8 «4 ' • • 
eine Punktmenge (Wertmenge, Mannigfaltigkeit) dar. Enthält eine Punktmenge 
innerhalb eines endlichen Intervalls oo viele Punkte, so hat sie mindestens eine 
Häufungsstelle, d. h. eine Stelle, in deren Nachbarschaft «viele Punkte 
sich vorfinden. 

So ist z. 6. ffir die Punktmenge, die durch: 

l_ 

n 

wo n eine ganze Zahl bezeichnet, eine Häufungsstelle. Die Gesamtheit der 
Häufungsstellen wird, falls sie wieder eine Punktmenge bilden, die erste 
Ableitung der Punktmenge genannt u. s. f. Ist die Anzahl der Ab- 
leitungen endlich, so hat man eine Punktmenge erster Gattung, ist sie 
unendlich, eine Punktmenge zweiter Gattung. Die Anzahl der Ab- 
teilungen bestimmt die Art 

Beispiele. Erste Gattung, erste Art: 

Häufungsstellen um — , also eine einzige Ableitung. 
Erste Qattang, zweite Art: 

^' 2' 3' 2~f"3' 4' 2"'4' 3 "^ 4 ' 



JL i_4_J_ J__i_Jl -L-lI 
6' 2~'"6' 3~'~5' 4'5 



• . • 



Denn sie besitzt eine erste Ableitung (Häufungsstellen sind): 

und eine zweite Ableitung (Häufungsstelle ist): 



Ein Beispiel zweiter Gattung ist die Gesamtheit aller Bationalzahlen 
zwischen und 1. 

Wir beweisen nun den wichtigen Satz: 

Eine jede durch unbeschränkt veränderliche reelle Grösse 
X definierte Wertmenge y besitzt mindestens eine Häufungsstelle. 
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Wir nehmen an, dass sie innerhalb eines endlichen, durch die Werte a 
und a-\-d begrenzten Intervalles gegeben ist. Diese Beschränkung lassen wir 
später fallen. Setzen wir noch fest, dass: 

Teilen wir das Intervall in zwei gleiche Teile: 



r«, ö + y^y f^+y^' a+dj 



so wird eine Häufungsstelle entweder im ersten oder zweiten Intervalle oder 
endlich in der Mitte Hegen. Im letzteren Falle ist der Satz erwiesen. Nehmen 
wir an, die unendliche Menge befinde sich im ersten Intervalle, so lassen sich 
die unendlich vielen Werte einschliessen in die Grenzen: 

wobei : 

0<€i<I 

femer in das Intervall: 

*2 = *i + «2^ bis ft2 + -2i- 
u. s. w., bis endlich in das Intervall: 

bn = bn^i + e,— bis b,-\- — 

Nun ist aber: 

*2 = «+«i-ir + «2-7- 



fti, = «+ei-H- + «2-rH €. 



2*^4' "2 



H 



Sei nun: 



femer : 

bn = a-\- che 

so ist durch 6» die verlangte Stelle definiert. 

Dieser Beweis wurde zuerst von Bolzano gegeben aber von Weierstrass 
vervollständigt, dieser Beweis gilt zunächst für eine Variable (Mannigfaltigkeit). 
Es läast sich leicht zeigen, dass wenn in einer n fachen Mannigfaltigkeit Stellen 
in 00 Anzahl definiert sind, es mindestens eine Stelle gibt, die sich dadurch 
auszeichnet, dass es in jeder Nähe von ihr unendlich co viele Stellen gibt 

Es wird vielleicht ein Beispiel nicht überflüssig sein. 

Es sei eine Punktmenge definiert durch: 

a?y*-|-l = Sx — y* 

wobei ic(=0, 1, 2 • •• d.h.) die Reihe der positiven ganzen Zahlen 
durchläuft; y soll wesentlich positiv sein. 

Schreiben wir die Gleichung wie folgt: 

l-fy2 = ir(3-y«) 
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80 sehen wir, dass wenn: 

y<2 

X negativ wird, also gehören jene Werte, für welche y>2 wird, .nicht zu den 
definierten. Wir haben also die Häufangsstelle je im Intervalle: 

zu suchen, da y wesentlich positiv sein soll. Teilen wir nun das gegebene 
Intervall in zwei gleiche Teile bis 1 und 1 bis 2. Es entsteht die Frage, 
in welchem Intervalle liegt die Häufungsstelle. Setzen wir also: 

so folgt: 

x= 1 

Da nun y = 1 den Wert x=l gibt , so muss y =\ der Anfangswert 
der Punktmenge sein, also liegt der Häufungspunkt zwischen den Grenzen: 

l<yA<2 

Grehen wir nun weiter und setzen: 

so folgt: 

X = 4 — 
3 

Zwischen x=l bis « = 4-5- können aber nur vier y Punkte liegen, dem- 
nach muss die Häufungsstelle zwischen den Grenzen: 

-|-<y*<2 

gelegen sein. Setzen wir ferner: 

SO folgt: 

a; = -- 65 

also ist yn enthalten zwischen: 

In dieser Art fortfahrend könnten wir die Häufungsstelle, die hier offenbar 

y = -j-V3 ist, bestimmen. Wir haben absichtlich dieses Beispiel so behandelt, 
um die frühere etwas abstrakte Beweisföhrung zu illustrieren. 
Stellen wir uns also die y Strecke geometrisch dar, so wird: 

1 A 2 3 

. . Q . . 

etwa von 1 bis A das Wertgebiet der definierten Grössen sein. A ist die 
Häufungsstelle. Wir haben bisher angenommen, dass x nur eine positive ganze 
Zahl sein soll, lassen wir diese Voraussetzung fallen, so ändert das an der 
Sache gar nichts. Auch dann ist A ein Häufungspunkt. 

Es ist nun die Beschränkung zu heben, dass die y Werte innerhalb eines 
endlichen Gebietes liegen sollen. 

Zu diesem Zweck teilen wir das Intervall in drei Teile: 

— ao*«*r/. ci • • • b j b • • • — }- 00 
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Das erste und letzte Intervall fäUt zusammen, wenn man statt x die Variable 

t einführt, so dass: 

h — c X — a 

t = -T • 

— a X — c 

wobei : 

ist. Dann wird für a: = + oo 



b — a 
also ein positiver Bruch, also entsprechen die beiden Intervalle: 

— CO • • • Q }) m • • — l— 00 

von X dem Intervalle von (0 1-1) von t. Dann wird man so verfahren: 

Angenommen in a • • • & finde sich keine Häufungsstelle von x ; man führe t ein. 
Dann hat t sicher, da es eindeutig dem Werte x entspricht , in • • • -|- 1 eine 
Häufungsstelle, die wieder einer Häufungsstelle von x in einem der Intervalle: 

CO • • • dy • • ' — j— 00 

entspricht. Damit ist der obige Satz bewiesen. 

Daran anschliessend beweisen wir einen zweiten wichtigen Satz: 

Wenn eine reelle Variable kleiner bleibt als eine angebbare 
Grösse A, so gibt es für sie eine bestimmte Grenze, 

d. h. es gibt einen Wert a von der Beschaffenheit, dass die Variable nie 
grösser wird als a, dass es aber mindestens einen Wert der Variablen gibt, fär 
welchen gilt: 

ay^x'P'a — d 

wo d eine beliebig kleine Grösse ist Dieser von Bolzano bewiesene Satz, wird 
später zum Beweise der Existenz einer Wurzel bei den algebraischen Glei- 
chungen benützt. 

Nach der Behauptung gehören nicht alle x zu den definierten, doch wissen 
wir, dass Werte von: 

x<C:Ä 
dazu gehören; über die Werte: 

x^A 

können wir nur aussagen, dass es unter ihnen solche geben kann, die zu den 
definierten gehören, dagegen können wir behaupten, dass es unter ihnen gewiss 
solche gibt, die zu den definierten nicht gehören und zwar oo viele. 
Ebenso können wir eine Grenze D angeben, oberhalb welcher es sicher keinen 
definierten Wert geben kann, d. h. es gibt kein: 

x^A+D. 

Indem wir nun analog verfahren, wie im vorhergehenden Beweise, gelangen 
wir durch Halbierung der Intervalle zu der gewünschten Grenze: 

wobei @<1 anzunehmen sind. 

Auf den ersten Blick möchte es scheinen, dass dieser Satz selbstverständ- 
lich ist In der That, solange man ihn geometrisch interpretiert, ist dieses der 
Fall. Wir müssen ihn aber rein algebraisch beweisen können und algebraisch 
ist er nicht sofort einleuchend. 
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Fignr 1. 




a 



0^1 X^ ^^ ^4 ^t 



Man darf also nicht sagen: Gehören nicht alle x zu den definierten , 
sondern nnr jene, die kleiner sind als eine angebbare Grösse, dann gibt es ein 
grösstes X, 

Um dieses einzusehen, wollen wir eine geometrische Betrachtung einschalten. 

Denken wir ans eine gleichseitige Hyperbel, bezogen auf ihre Achsen als 
Koordinaten und auf dieser gleiche Bogenstficke abgeschnitten: 



m^m^ 



^2^B = ^9^4 



dann definieren ihre Projektionen eine Punktreihe: 



aj| a?o x^ x^ • • • 



auf der Abcissenachse. Alle so erhaltenen Abscissen sind kleiner als jene 
der Asymptote. Es gibt kein grösstes Xj sondern nur eine Grenze a, 
der die x beliebig nsäe kommen können. 



§ 2. Die geschichtliche Entwicklung des Funktionsbegriffes. 

Für Leibnitz, den Begründer der Funktionentheorie, waren die Begriffe 
algebraischer Ausdruck und Funktion gleich. 

Funktion im Sinne Leibnitz' war ein jeder Ausdruck, der aus 
einer oder mehreren variablen Grössen durch in endlicher An- 
zahl wiederholte Anwendung der Elementaroperationen ent- 
standen ist. 

Er schrieb also: 

wobei f einen algebraischen Ausdruck bezeichnet und sagte, y sei eine Funktion 
von X. 

Indem man sich das Problem vorlegte, x zu bestimmen, wenn y gegeben 
war, so hat man eingesehen, dass eine endliche Wiederholung der Elementar- 
operationen nicht genagt Zu dieser Ueberzeugung kam man bei der Einführung 
der inversen Operationen. 

Man definierte nun die Funktion ganz allgemein: Es sind n Abhängig- 
keiten gegeben von n-\-m Veränderlichen gleich gesetzt, also: 
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fi (^1 ^2 ^8 • ' • *!•+«) = 

Man soll, indem m der Variablen bestimmte Werte znerteilt 
werden, das Wertsystem der übrigen bestimmen. 

So fassten Eoler, Lagrange, Lacroix etc. den Funktionsbegriff au£ 

Noch abstrakter wurde der Funktionsbegriff von Johann Bemoulli auf- 
gefasst: 

Wenn n-\-in Grössen in einer solchen Abhängigkeit stehen, 
dass bestimmmten Werten der m Grössen ein System bestimmter 
Werte der n übrigen entspricht, dann ist jede der letzteren eine 
Funktion der m Grössen. 

In diesem Sinne ist z. B. die Ausdehnung eine Funktion der Temperatur. 
Diese Definition ist allgemeiner als die vorhergehende, da sie keinen algebrai- 
schen Ausdruck voraussetzt. 

Einen wesentlichen Wendepunkt in der Geschichte des Funktionsbegriffes 
bildet die Einführung der Stetigkeit Man hatte eine Eigenschaft der ste* 
tigen Funktionen entdeckt, die viel versprechend schien. 

Für eine stetige Funktion lässt sich leicht der Begriff eines bestimmten 
Integrals fixieren. Man glaubte nun, dass sich sodann eine jede stetige Funktion 
durch die Fouriersche Beihe rechnerisch darstellen lasse. 

Fourier stellte 1807 die Behauptung auf: Wenn man in der Beihe 

(«x sin xx -|- hx cos /lx) 




btt= I f{u)ca^7tada 

7t J 



— TT 



öfaf = / /*(«) sin Tta da 

7t J 



— TT 



setzt, so stellt diese Beihe allemal für jeden Wert von x zwischen —7t und 
-[-TT die Funktion f(x) dar. 

Später hat (1829) Dirichlet noch gezeigt, dass die Fouriersche Beihe für 
eine Funktion, die 

a) nicht unendlich wird, 

/?) nicht unendlich viel ünstetigkeiten, 

y) nicht unendlich viele Maxima und Minima besitzt, 

konvergiert gegen den Wert der Funktion an allen Stellen j äussernden Un- 
stetigkeitsstellen , wo sie gegen den Mittelwert aus beiderseitigen Grenzwerten 
konvergiert Es sind dieses die sog. Dirichletschen Bedingungen. Da- 
bei muss man aber mit BJemann von vornhinein festsetzen, dass der Wert einer 
Funktion an einer Unstetigkeitsstelle dem Mittelwerte aus den beiderseitigen 
Grenzwerten gleich sein soll. Doch sind auch dann die Dirichletschen Be- 
dingungen keine notwendige, sondern nur hinreichende. 
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Später konnte man noch die Darstellbarkeit so weit erweitem, dass man 
(Hankel 1870, Universitätsschrift) behauptete, „es sei durch Dirichlet, Lipschitz 
und Riemann erwiesen, dass alle stetigen Funktionen in eine Fouriersche Eeihe 
entwickelbar sind", P. du Bois-Eeymond bewies aber die Unhaltbarkeit dieses 
Satzes, indem er ein Beispiel gab, dass dieses nicht stattfindet. 

Das Du Bois Beymondsche Beispiel lässt sich einfach wie folgt angeben: 
Das Intervall von — bis sei in oo viele bis zur werdende Intervalle 
eingeteilt : 

TC 7% 7t 7C TC TC 



2 (l)' (1) (2)' W 0")' 

wobei : 

(A) = 1.3-5 ...2;i-|-i 

und 

Lim. (X =z CD 

sein soll. Im ^ten Intervalle sei eine Funktion: 

f(ß) = cx^isi(lß) 

wo ex • • • eine bis zur Null abnehmende Beihe bilden. Diese Funktion ist 
a priori stetig; sie nimmt, wenn sich ß der Stelle nähert, mit oo vielen 
Maximis und Minimis ab. 

Wir setzen fest, dass fUr /9 = auch f(ß) = o sei. Dann lässt sich 
zeigen, dass die Fouriersche Reihe, welche die angegebene stetige Funktion 
sonst darstellt, an der Stelle nicht konvergiert 

Mit diesem Beweise erhielt auch diese Definition der Funktion den 
Todesstoss. 

Auch eine andere Eigenschaft, die man f&r stetige Funktion als selbst- 
verständlich ansah, nämlich die Existenz des Differentialquotienten, erwies sich 
als unrichtig. Funktionen oben betrachteter Art, also z. B. die Funktionen: 

6sina^-|-6*sina*^-[~^*s^'^^'^"i" ' * ' 

wobei : • 

a und b positive Zahlen 

i<l, ab>l 

sind, wie wir im nachstehenden Paragraphen nachweisen, stetige Funktionen, 
die keinen Differenzialquotienten besitzen. 

Wenn wir auch in der Stetigkeit das Charakteristische der „vernünftigen 
Funktionen", wie sie Jacobi nennt, erblicken und es mit Heine (Handbuch 
der Kugelfunktionen, 2. Aufl., I, p. 35) dahingestellt sein lassen, ob die unstetigen 
Funktionen überhaupt in der Natur vorkommen, so sehen wir dennoch ein, dass 
die Fourierschen Reihen sich zur Definition der Funktion nicht eignen. 

Ist die Funktion etwas anderes, als nur ein formales Resultat, der aus 
ökonomischen Rücksichten eingeführten Schreibweise für einfaches Zählen, dann 
existiert sie sicher als ein selbständiger Begriff, dem gewisse Eigenschaften zu- 
kommen. Und diese zu suchen ist die Aufgabe der Funktionentheorie. 

Wir haben bisher nur reelle Grössen im Auge gehabt. Von Euler wurden 
zuerst die komplexen Argumente eingeführt. Euler bewies die Gleichung: 

e*' = cos X + f sin a? 

Durch Einführung komplexer Argumente wurden früher isoliert stehende 
Funktionen mit einander verbunden. Hieraus ergibt sich ohne weit^es, da$s 



Die geschichtliclie fintwicklimg des Fnnktionsbegriffes. 13 

für die Erkenntnis der Eigenschaften der Funktionen die Einf&hmng komplexer 
Argumente nnerlässlich ist Noch klarer tritt das bei den periodischen Funktionen 
zu tage. 

Für die Teilung der periodischen Funktion sin x besteht die Gleichung: 



sin ic = i?,» ( sin — j 



X 



d. h. sin X ist eine rationale Funktion vom Grade n des Argumentes sin — . 

u 

Bei den elliptischen Funktionen findet man aber eine Funktion vom Grade «*. 

Nun lässt sich aber leicht zeigen, dass eine Funktion zwei reelle Perioden 
nicht haben kann. 

Denn seien a und h reelle inkommensurable Grössen und — ein Näherungs- 

a ^^ 



bruch des Verhältnisses -r-, so wird: 



n 

Da man n so gross nehmen kann als man will, so kann ii kleiner ge- 
macht werden als jede noch so kleine angebbare Grösse und es ist somit klar, 
dass es keine doppelt periodische Funktion geben kann, wo das Verhältnis der 
Perioden reeU und inkommensurabel ist 

In der That haben die Arbeiten von Abel und Jacobi die Existenz kom- 
plexer Perioden bestätigt Hieraus folgt, dass eine Funktion nur dann gehörig 
definiert ist, wenn es feststeht, welche komplexe Werte dem Argumente bei- 
gelegt werden dürfen. 

Cauchy hat eine Eigenschaft der Funktionen komplexer Variablen entdeckt, 
die sich wie folgt ausdrücken lässt: ist 

w = f{z) 
und 

z-=zx-^iy 
SO besteht die Gleichung: 

. ötv öw 

dx dy 

Auf Grund dieser Eigenschaft hat nun Riemann wie folgt die Funktion 
definiert. 

Ist eine Grösse w mit einer anderen x-^iy in derartiger Verbindung, 
dass immer: 

. dw dtv 



dx dy 

und w sich dieser Gleichung gemäss stetig ändert, so ist w eine Funktion des 
komplexen Argumentes: 

x + iy 

Diese Definition der Funktion ist wertvoll, da sie zu einer sehr frucht- 
baren Veranschaulichung der Funktionen und ihrer Eigenschaften führt Prin- 
cipiell stellen sich ihr aber Schwierigkeiten entgegen, von denen wir nur eine 
hervorheben wollen: In der Definition ist die Notwendigkeit eines Differential- 
quotienten ausgesprochen, aber nicht begründet Abgesehen davon, wie wir 
früher erwähnt haben und sogleich beweisen werden, dass es Abhängigkeiten 
gibt, die nicht immer einen Differentialquotienten besitzen, ist der Begriff des 
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Dififerentialquotienten ein viel zu komplizierter, als dass er an die Spitze einer 
iv fundamentalen Definition gestellt werden könnte. 

Nebenbei gibt es noch eine principielle Schwierigkeit In Riemanns De- 
finition ist der Begriff der Funktion noch zu sehr an den algebraischen Aus- 
druck gebunden. 

Ein algebraischer Ausdruck ist allein nicht imstande eine Funktion zu 
definieren. 

Tannery hat auf die Funktion: 

aufmerksam gemacht 

Der Konvergenzbereich dieser Reihe besteht aus zwei durch die Peripherie 
des Einheitskreises getrennten Stücken. Der Ausdruck selbst wird für: 

\x\ < 1 immer = + 1 

\x\ > 1 immer = — l 

und ist für \x\ = 1 divergent 

Seien nun F^ und F^ zwei beliebige Funktionen von x, so stellt die Funktion: 

för: 

die Funktion F^ dagegen für: 

W>i 

die Funktion F^ dar. 

Wir sind also im stände zwei willkürlich gegebene Funktionen durch 
denselben Ausdruck darzustellen. Weierstrass war der erste, der darauf auf- 
merksam gemacht hat, dass die beiden Begriffe, algebraischer Ausdrack und 
Funktion, sich nicht decken. 

Indem nun Weierstrass als Element der Funktion die Potenzreihe: 

f{x \ ff) = ^a(ar — q)^ 

auffasst, beweist er, dass man dem Princip der Stetigkeit genügen kann, wenn 
man den Begriff der gleichmässigen Konvergenz einführt Durch die Ein- 
führung des Begriffes der ineinander fortsetzbaren Reihen wird es 
dann möglich, eine Definition der Funktion zu geben, die vorderhand als die 
beste bezeichnet werden muss. 

§ 3. Riemann-Cauchys Funktionentheorie. 

Sobald wir die Annahme der Permanenz der formalen Gesetze 
machen, ist die allgemeinste Zahlenform gegeben durch: 

z = x-\-iy 

Es lässt sich zeigen, dass die Einführung anderer Einheiten als: 

1 und * = V^^ 
annütz ist Das wurde u. a. von Weierstrass und Dedekind gezeigt. 



Riemann-Canchys Funktionentheorie. 
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Fttr unsere Zahlenform existieren folgende Prindpe: 

a) das associative Princip: 

ab'C = a'bc, (a-|-i)-|^<? = flr-j-(&-|-c) 

ß) das kommutative Princip: 

ab = ba, a-|-ft = 6 + a 

y) das distributive Princip: 

a (b -]- c) = ab -\- ac 

Wollte man andere Einheiten einführen, die aus 1 und Vi nicht ableitbar 
sind, so müsste eins von diesen Prindpen aufgegeben werden. 
So hat z. ß.' Hamilton die Quatemionen eingeführt: 

wobei: 

demnach besteht für die aus solchen Einheiten gebildeten Zahlen das kommu- 
tative Princip nicht. Für die Schefflerschen Grössen: 

gilt wieder das distributive Princip nicht. 

Setzt man: 

X =-r cos q> 

y = r sin qp 
so folgt: 

z = r (cosy-|-f sinqp) = re'9' 

Dabei wird r der Modul und q) das Argument genannt Die geometrische 
Darstellung, die wir als bekannt voraussetzen, ist an den nachstehenden Figuren 
unmittelbar klar: 



Fignr 2. 



Figur 3. 
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Sei nun f(z) eine Funktion von z von der Beschaffenheit, dass jedem Wert 
von z wenigstens ein bestimmter Wert von f(z) entspricht, dann wird: 

w = f(z) == f(x-^iy) = u-\-i v 

sein, wobei u und r im allgemeinen Funktionen von x, y sein werden. 

Wählen wir nun für u, v eine ähnliche Abbildung wie für Xy y, so erhalten 
wir eine neue Ebene. 

Für die Darstellung einer komplexen Funktion von oben angeführter 
Beschaffenheit brauchen wir also zwei Bildebenen. 
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+ z 



Wir wollen ein paar wichtige Abbildungen kennen lernen. Wählen wir: 

80 wird: 



Figur 4. 



w = ^- cos X -f- * — 



smx 



also: 






V 



u 



u 



V = 



^^4"^ 



— K 



ey 



e-y 



2 



cosx 



sinx 



+/ 



Lassen wii* nun den Punkt z eine Kurve 
durchlaufen, so wird auch der Punkt w eine Kurve 
durchlaufen. 

Setzen wir z. B. y = konstant, x beliebig, so folgt durch Elimination von x 
aus den beiden Gleichungen: 

d. h. der Punkt to wird eine Ellipse durchlaufen. 

Ist X konstant, y aber variabel, dann ergibt sich: 



w 



v 



cos*x 



sin^j; 



= 1 



also die Gleichung einer Hyperbel, welche mit der früher betrachteten Ellipse 
homofokal ist 

Ein anderes Beispiel liefert die Funktion: 

1 



w = 



Hier wird: 



u 



X 



also: 



- x' + y^ 

y 



Diese Gleichung interpretiert in unserem Sinne die für die mathematische 
Physik so wichtige Transformation durch reciproke Radien. Auch das 
erst angefahrte Beispiel hat eine ähnliche Bedeutung, denn es stellt die Beziehung 
zwischen den rechtwinkligen und den sogenannten elliptischen Coordinaten dar. 

Man entnimmt hieraus, dass das Studium derartiger Abbildungen an und 
für sich nicht ohne Interesse ist 

Wir müssen unterscheiden zwischen komplexen Funktionen und 
Funktionen komplexer Variablen. Wir haben zuerst nachzusehen, wann 
eine komplexe Funktion die Funktion einer komplexen Variablen wird, d. h.: 

Unter welchen Bedingungen stellt: 

eine Funktion von: 

z = ic-[-iy 
dar. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881 



Der ansfOhrliche Prospekt und das ansflUirUclie In 

haltsyerzeichnis der ,,yöll8tändig gelösten Anfgabensammlnng 
von Dr. Ad. Kleyer^ kann von jeder Buchliandlang; sowie von 
der Verlagshandlnng gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist anfgeschDÜten and gut brochiert, tun den aofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. i 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstebenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist» wie ans dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
fOr die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktlBohea. Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das Torzüglichate Lehrbuch 
2um Seibatstudium, das vortrefflichste Nachschlagebuoh für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhalt STerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjahrlich erscheinen Nachtrage Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Piuck von Carl Hammer iu Stuttgart. 
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Vollständig gelöste 

Auf gaben- Sammlung 




P! 



- nebst Anbäugen ungelöster Aufgaben fdr den Schul- & Selbstunterricht — 

mit 

Angabe find EntwlcUimg der benutzten Satze, Formeln, Regeln In Fragen nnd Antworten 

' erläutert durch 

I viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, g 

aus allen Zweigen s 

der Bechenkiuist^ der niederen (Algebra, Planimetrie; Stereometrie, ebenen u. sphärischen i 
Trigonometrie, synthetischen. Geometrie etc.) u. hdheren Mathematik (höhere Analysis, S 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — | 
ans allen Zweigen der Physik:, Meehanik« Graphostatik, Chemie ^ Geodäsie, Nantik, g 
mathemat. Geo^rraphley Astronomie; des Maschinen-. Strassen-, Eisenbahn-y Wasser-, 
BrOeken« u. Hochban's; der Konstraldionslehren als: darstell« Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspectlTe, Sohattenkonstniktlonen etc. etc. 

für ül 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig riclitigen und erfolgreiclion 

Stndiom, zur Forthälfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung Ü 

der exakten Wissenschaften, § 

herausgegeben von ^ 

»p. Adolph Kleyer, 

M&thematikcr, vereideter königl. preuts. Feldmesser, vereideter grosah« hessiicher Georaeter I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 

I unter Mitwirkung der bewährtesten Er&fte. 
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Einführung in die Funktionentheorie. 

Eine Ergänzung zu allen Lehrbücliern der Differential- nnd 

Integralrechnnng. 

Bearbeitet von Dr. W. liäska. 

Fortsetzung von Heft 1306. — Seite 17—32. Mit 12 Figuren. 

Inhalt: 

Riemaua-Caucbys Funktionen theorie. — Theorie der komplexen JntCfTrale. — Fortaeteung der Funktionen- p] 

theoric nach Riemanns Anschauung. 

Stuttgart 1894. 

Verlag von Julius Maier. 

Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 

durch iorio Riirhhanflliinn KAVAiiAn u/opHAn 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnlielies zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigten Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgraben aus dem Oesamt^eblete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math« Geogrraphle, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Elsenbahn-, 
Brücken- und Hochbanes, des konstruktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in ToDstftndiir 
geldster Form, mit rlelen Figrnren, Erklärnni^en nebst Angabe und Entwlckelnngr der 
benatzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verst&ndlich sein kann, bezw« wird, wenn eine g^r^ssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
T^e der reinen und ang^ewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt^ Inhaltsrerzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen Ober das betreifende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch •naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und 11» Ord., gleich- 
berechtigten höheren Bttrgersehnlen, PrlTatsehnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Sohollehrer- Seminaren y Polytechniken, Techniken, Bangewerksehulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortblldungsschnlen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitnngs-Anstalten aller Arten als z. B. fär das Einjährig-Frei- 
willige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt filr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworl^enen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu rerwerten. Lnst, Liebe 
und Yerständnis für den Schiil-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bernfis- 
zweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und Ydrd deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlung. 
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Man hat offenbar: 

dz dz . 



dx dy 

femer: 

dw dw dz dw 

dx dz dx dz 

dw dw dz^ . dw 

dy dx dy dz 

also auch: 

, dw dw 

dx "^ dy 

Diese Gleichung stellt das sogenannte Gauchysche Kriterium dar. 

ßiemann hat auf Grund dieses Kriteriums den Begriff einer Funktion wie 
folgt festgesetzt. 

Ist eine Grösse w mit einer anderen Grösse: 

z=zx-\-iy 

derart in Verbindung, dass stets die Differentialgleichung: 

. dw dw 

dx' dy 

Gesteht und w sich ihr gemäss stetig ändert, so ist w eine Funk- 
tion des komplexen Argumentes: 

x-^-iy 

Das Gauchysche Kriterium kann auch durch nachstehende Systeme ersetzt 
werden: 

-.-. du dv du dv 

S.A. * * 

oder: 



dx dy ' dy dx 



Sei z. B.: 

so wird: 



und man erhält: 



TTT g^t^ , d^u _ ^ d^v •, d^v _^ 

^ ' " 'dx^^ dy'~ ' ö^"+""ä7"~ 

w = z^-\-3z'\-l 

u = x^—3xy^'\-3x-^l 

dx dy ' 

du dv 

~dy~~'dx ^^ 

dx^ ^ dy^ 

d^v , d^v ^ fi A 

Cauchys Kriterium ist ein notwendiges. Es kann gezeigt werden, dass 
es auch ein hinreichendes ist. Denn eliminiert man unter Zuhilfenahme 
des Cauchyschen Kriteriums aus dem Differenttalquotienten dw eine der Variablen, 

L&ska, Einfülinmg in die Funktionentheorie. 2 
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etwa X, so fällt anch y aus, d. h. der partielle Differentialqaotient wird mit dem 
totalen identisch, also w eine Funktion von z allein. 

Bilden wir nun: 



also wird: 



dw du--\^idv 
dz dx-\-idy 



dw 
1z 



_ \dx^ di/ dxj^ \dx^ dif dxj 



>+'X 



Fahrt man die Gleidbiungen n ein, so folgt: 

dw 



dz 



du . . öv 



also wird: 



dw 



dar 



von 



öx 



dy 



dz dx 

unabhängig. Man könnte also auch die Funktion wie folgt definieren: „Eine 
veränderliche komplexe Grösse w ist eine Funktion der Ver- 
änderlichen Zj wenn sie sich mit ihr so ändert, dass der Wert 



der Derivierten: 



dw 
1z 



unabhängig von dz wird. 

Gauchy nennt jene Funktionen monogen, deren Dij9ferential ganz un- 
abhängig ist von der Beschaffenheit des Zuwachses: 

dx-^idy 

derselbe möge reell, rein imaginär oder komplex sein. In der algebraischen 
Analysis wird nachgewiesen, dass alle algebraische Funktionen Exponential- 
grössen, Logarithmen und trigonometrische Funktionen monogene Funktionen 
sind. Zufolge dieser Unabhängigkeit existiert noch eine weitere bemerkenswerte 
Eigenschaft: die Konformität der Abbildungen zwischen z und to. 

Es sei z ein Punkt der xy Ebene und w ein Punkt der uv Ebene. Lässt 
man nun die Variable sich unendlich wenig nach zwei Richtungen ändern, so wird: 



Fignr 5. 



Figur 6. 







y 






X 



V 




dz^ 
dz^ 



OL- 

dx^-^-idy^ 
dx^\'idy^ 



U 



Biemaim-GalieliyB Fimktionentheorie« I9. 

Man erhSlt in beiden Ebenen je drei sich entsprechende Punkte: 

Nun ist aber: 

' dw du-^idv 

dz dX'\-idy 
unabhängig von dz, also mass: 

dw^ dw^ 



oder: 



Setzt man nan: 



so folgt: 



also: 



dz^ dz^ 

du^-\-idt\ du^-\-idv^ 

dXy^-^-idy^ ~ dx^-^-idy^ 

dw^ = iji^**^s dw^ = ijge'9'i 
dz^ = ^j«'®» , dz^ = ^2«'^« 

Vi ^2 



J3l = A. 
V2 ^2 

9>1 — 92 = ©1 — ©2 

d. h. die aus den Punkten (zz^z^) und (wwiW^) gebildeten Dreiecke sind 
einander ähnlich. Von diesem Satz wird in der Kartographie Gebrauch 
gemacht. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, dass jedem Wert von z ein und nur ein 
Wert von w entspricht. Derartige Funktionen wollen wir eindeutige nennen. 
Es gibt aber auch Funktionen, bei welchen im allgemeinen jedem Werte von 
z mehrere Werte von w entsprechen; solche wollen wir mehrdeutige, speziell 
^deutige nennen. So ist z. B.: 

w = za-\^ Vz — b 

eine zweideutige Funktion, denn wir haben: 

^ = zadtVs: — b 

Eine n deutige Funktion kann Punkte haben, in welchen mehrere Punkte 
zusammenfallen. Diese werden Verzweigungspunkte genannt In dem so- 
eben betrachteten Beispiel ist: 

z = b 

ein solcher Verzweigungspunkt Betrachten wir die Funktion: 

w= Vi'=r"«"rcoSy9)+isiny9j 

Lässt man z einen vollen Umlauf um den Punkt, der hier zugleich Ver- 
zweigungspunkt ist, vollenden, so wird: 

«7j===r^ C0Syr9)+27rJ+f:sinyr9)+27pJ = 
Lässt man ihn noch einen Umkreis machen, so wird: 

w, = r » |coSy(9 + 47rj+tsin — f 9-1-4/r ij =w 
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Wir sehra also, dass die Funktion nach einem Umlauf ihren Wert geändert, 
und nach zwei Umläufen wieder erhalten hat Es lässt sich zeigen, dass dieses 
eine charakteristische Eigenschaft der Verzweigungspunkte ist 

Eiemann hat gezeigt dass man sich von der Mehrdeutigkeit der Funktionen 
freimachen kann, wenn man sich die nach ihm benannten Flächen konstruiert 

Wir definieren: Eine Ttblätterige Riemannsche Fläche ist der 
geometrische Ort von Punkten, von welchem di^e^ ursprünglich 
ndeutige Funktion jetzt eindeutig abhängt 

Biemann denkt sich statt einer tx^ Fläche, mehrere übereinander gelagert 
und zwar n bei einer n-deutigen Funktion. Jedem Punkte in jedem Blatte 
entspricht nur ein einziger Wert der Funktion. In den Verzweigungspunkten, 
wo die Funktionswerte zusammenfallen, hängen die Blätter zusammen. Beispiel: 



Die Funktion w hat die Werte: 



=z^/^=i r » ( cos-^+isin-^ J 



w 



w^ 



j = r » ^cos-|^+tsin-|-J 

= r^ I cos-^—^^ l-ism-^--*r J 

= r» ^cos ^"^ ^ 4"^^^^ ^"^ ^ ) 



Diese sind identisch mit den w Werten, die man erhält, wenn die Variable 
z den Verzweigungspunkt « = 0, 1, 2 umkreist 

Figur 7. 



Denken wir uns also drei Blätter 11', 22', 33' so verbunden wie die Figur 
es anzeigt; so sehen wir, dass, während der Punkt z den Nullpunkt dreimal 
umkreist, der Punkt w den Weg 12' • . • 23' • • • 31' 1 durchläuft 

Natürlich muss man sich die drei Flächen 1, 2, 3 und auch den Teil AB 
als zusammenfallend denken. Dann erhält man die Vorstellung einer dreiblätte- 
rigen Biemannschen Fläche. 

Denkt man sich von dem Punkt w^ = ins Unendliche eine Linie gezogen, 
längs welcher die Blätter so zusammengefegt werden, wie es zwischen Ä und 
JS in der Figur 7 angedeutet, so führt diese den Nafnen Verzweigungs- 
schnitt Wir sind also im stände, vermittels der Biemannschen Flächen eine 
Funktion überhaupt so darzustellen, dass immer der bildlichen Darstellung des 
z Punktes eine bestimmte Darstellung des u; Punktes entspricht , so dass alle 
Mehrdeutigkeiten vermieden sind. 

Der Vorteil , den man erreicht , ist der , dass man klar den Verlauf der 
ganzen Funktion überschaut, sobald man sich Air diese eine Biemannsche Fläche 
konstruiert hat 
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Ausser den Verzweigan^pimkten haben wir noch jene Punkte in Betracht 
2U ziehen^ in welchen die l^Mktion nnstetig wird. . 

Wir Iiaben zweierlei Unstetigkeit zu betrachten. Wird: 

fSr z = aj von welcher Seite man sich auch der Variablen nähern mag, d. h. : 

1 1 

Lim. -1:7 — i — r = lünL 



fia + e) ~aa-e) 

für Lim. 6 = 0, so haben wir eineUnstetigkeit erster Gattung (polare 
Unstetigkeit). Beispiel : 

= für « == 00 wird --7= = 



Vz VJ 

Ist dieses nicht der Fall, d. h. ist: 

1 1 

Lim. -77 — i — r ^ Lim. 



fia+a)^ fia-e) 

so haben wir eine Unstetigkeit zweiter Gattang. Beispiel: 
Sei Lim. 6 = 0, so wird: 

liim. e * = 00 

— JL 
Lim. e ^ =^0 

Eine eindeutige Funktion, die keine anderen als polare Unstetigkeiten 
besitzt, soll eine einwertige genannt werden. 
Sei nun q>{2) eine einwertige Funktion und 

Lim/[(2f — a) q> {z)] g 

dann wird {p(z) t&r z=:ia unendlich gross. Es ist aber möglich, dass es eine 
Zahl fi gibt; die grösser als 1 ist und fUr welche: 

Lim. [{z — aYq> (2?)] 

einen endlichen Wert besitzt Sei: 

so wird: 

Lim. [{z — a)»+» if>{z)] = Lim. [{z — ay+^-f (z — a^ipiz)] = 

dann ist: 

f{z) = (z — ayip{z) 

eine Funktion, die ffir 2; = a endlich bleibt Setzen wir : 

Lim. (z — ayip{z) === C'-^^^^j 

so wird: 

Lim. [(z—ay q>{z) — CJ = 
daher: 

Lim. [(^ - a)-- « <p{z) - ^%^] 2 

So fortfahrend erhalten wir: 

(p{z) — tp{z)-\- 



C» 



^(z-af 
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,q>{z) ist dann für 2; = a endlich und dndentig. Dass die ünstetigkeit, 
welche durch das Unendlichwerden ^ter Gattung entsteht ^ eine polare ist, 
folgt ans: 

1 {z — a)» 



Denn es ist F(z)^0, aber endlieh, also: 

Umgekehrt ist eine Funktion in einem Punkte unstetig, so kann sie nur 
unendlich von bestimmter Ordnung sein. Daraus folgt aber, dass ein Punkt Zj 
in dessen Bereiche die Funktion nach z—a entwickelt, unendlich viele negative 
Potenzen enthUt, nicht polarunstetig sein kann, sondern wesentlich unstetig 
von zweiter Gattung sein muss. 

Weierstrass nennt die Unstetigkeit erster Art (polare Unsteügkeit) eine 
ausserwesentlich-, die Unstetigkeit zweiter Art eine wesentlich-singu- 
läre Stelle, 

§ 4t. Theorie der komplexen Integrale. 

Die imaginären Grössen wurden frühzeitig in die Integralrechnung ein- 
geführt Euler und Laplace substituieren oft imaginäre Werte in Integrale 

und leiten so neue ab. 

« 

So setzt z. B. Euler in das Integral: 



/ 



'''-'• d.=i«g^+' 



log a? ^ a -f- 1 

u 

a = uij ß=:zmi, wodurch: 

x^ = e^'iögar =_ (»OS (wlogar) -|-i sin (ulogx) 
und analog xß sich darstellt Darum erhält er: 



1 1 



/cos(mlogx) — cos (m log o:) i . /* sin (m log x) — sin (u log x) , 
log« J logx 

log — 7-f-r = TT log ^r-rrx + » acctg 



w»-f-l 2 ® l+w* ' ^ 1 + mu 

Durch Trennung des reellen Teiles vom imaginären erhält man zwei neue 
Integrale. 

Weiter ging Poisson (1811), der zeigt, dass man die gewöhnliche Definition 
des bestimmten Integrals nicht ohne weiteres auf das komplexe Integral über- 
tragen darf. Cauchy und Riemann haben später dargethan, dass der Wert 
eines komplexen Integrals vom Integrationsweg abhängt 

Seien also: 

u = q>{xt/) v = if)(xy) 

zwei beliebige reelle Funktionen, dann definieren wir das Integral: 

b 



I udv 



Theorie der komplexen Integrale. 



£3 



durch: 

^12(^2 — ^i) + ^iA^i — ^i) + ' • • • 
wobei dem Eurvenstück a& die Punkte 1, 2, 3 . . . . angehören (siehe Figur 8), 



Figur 8. 



Figur 9. 







u 




V 




Ut« ist der Mittelwert der Funktion zwischen den Punkten 1 und 2 etc. 
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Uns interessieit zunächst jener Fall, wo die Kurve eine geschlossene ist. 
Sei sodann (siehe Figur 9): 

t = X 

also ein Integrationselement: 

a 

«12 ("i — »i) = j-^^y ^^ 



Wir haben also, wenn wir aber die ganze Eurye integrieren: 

fu>dx = ff^dydx 

Analog wenn wir die Fläche parallel zu x zerlegen: 

fwdy = ff^dxdy 

A 

Setzten wir in diese allgemeinen Transformationsformeln eines Flächen- 
integrals ein Linienintegral, das eine Mal w = t?, sodann w = u, und addieren, 
so folgt: 

fiudx + udy) =ff(^^ + ^yx dy 
Sei nun: 

eine Funktion komplexer Variablen, so ist bekanntlich: 



also wird auch: 



öu du ^ 

"5^ r"^ — = " 

cy dx 



/(« 



dx-^-udy) = 



H 
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Wird wieder das eine Mal w = Uj sodann w = — v gesetzt, so. folgt 
analog: 



J (udx — vdij) = 



Da nun: 
f(z)dz = (^i-^iv) (dx-^idy) = (tidx --vdyj-^-i^udy-^-vdx) 
ist, SO wird: 

J f{z)dz z=z J (udx — ^<iy)-\-iJ (udy-\-vdx) 

A A A 

also: I 

ff{z)dz = ■ 

A 

Dabei ist aber zn merken, dass sich die Integration Ober die Begrenzung 
einer Fläche erstreckt, die geschlossen ist nnd innerhalb welcher die Fanktion 
überall stetig, endlich und eindeutig bleibt. Derartige Funktionen sollen kurz 
nach €auchy synektische Funktionen genannt werden. 

Liegt auf dem Integrationswege ein Punkt, in welchem die Funktion zwar 
eindeutig, aber nicht mehr endlich oder stetig ist, so kann dieser durch ent- 
sprechende Wahl des Integrationsweges umgangen werden. 



Figur 10. 



Figur 11. 





Liegt er im innern, so kann er dadurch eingeschlossen werden, dass man 
ihn mit einem sehr kleinen Kreis einschliesst, dessen Peripherie mit dem Inte- 
grationswege verbunden wird. Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, wo / (z) 
iüi z= a unendlich wird, wobei aber zunächst vorausgesetzt werden soll, da^s a 
kein Verzweigungspunkt ist 

Sei also: 



/m^'=A'-ym 



Setzt man: 
so wird: 

also: 



z — a = r ^ «' 9» 
dz 



= irdq) 

— a ^ 



in 



ß(z) dr = i J[{z - a) V»(«)] dq, 



A 

Das Integral ist von r unabhängig, lassen wir r sich der Grenze nähern, 
so nähert sich z immer mehr dem Punkte a. 
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Sei also: 
so wird: 



lim. [{z — a) 4 {z)] =|) für « = a 
I f(z)dz=27tpi 



p fahrt nach Gunchy den Namen Residuum. 

Sind innerhalb des Integrationsintervalles mehrere solche Punkte vorhanden, 
dann ist: 

I f{z)dz = 2ni2pk 

A 

Ehe wir weiter gehen, wollen wir zeigen, wie die hier angeföhrten Sätze 
zur Auswertung bestimmter Integrale benützt werden können. 
Sei: 

''«=1+1 

und a eine reelle Zahl. 

Hier sind zwei Punkte zu berücksichtigen: 

Zum Integrationsweg wählen wir einen. Halbkreis: 

Figur 12. 

+1 . 




AB C DE G 



H 



Schliesst man die Punkte = und 0' = — 1 durch die Halbkreise EFO 
und BCD aus, so wird das Integral über: 

{J=4BCDEFGHJA)^0 

weil dieser Integrationsweg keinen der beiden Punkte einschliesst. 

Nun ist: 

J=(ÄB) + {BCD)^{DE) + (EFG)-{'(Gir) + {HJÄ) 

Femer wird: 

(BCD) = —7tip^ 

weil hier bloss der Halbkreis in Betracht gezogen wird. 

p, = Lim. [f{z) {zJr l)\ = -! = (- 1)-^ 

== (cos/r-f-i sin 7r)a= 1 

= [cos (a — l)7v-\'i sin (a — 1) n\ 
daher das Integral über: 

(BCD) = — 7rf[cos(a— l)7r+f sin(a — l)fr] 
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Femer haben wir das Integral über: 

{EFG) = 
weil 2?2 = 0. 

Analog istfürr = 0-4=oodas Integral über: 

(HJä) = 
denn: 

{HJÄ) = i fr'-U*vi'-»re'9 ._, / ^'-\ e'9'dg, 
J rc'y + 1 ^ J e*v-\-± ^ 

71 ' TT * ^ 

wobei wir: 

gesetzt haben. Doch mnss für r =3 oo a negativ sein, dann ist das Integral 
bestimmt gleich 0. 

Wir haben also die Bedingung: 

0<a<l 

Was nun die Integrale über (AB) nnd (DE) betrifft, so setze man für: 

fl?,.,. — xz= a:*(coS7r-f"* sin/r) 
daher: 

(— a:)«-^ = a:«-»[cos(a— l)jt'^isiJi{a— l)7t] 
Sodann ist das Integral über: 

OD ^ j 

(ÄB)-]-{DE)= A^_^. [cos(a— l)7g+fsin(a— l)7g]da? 


Denn wenn die Radien der unendlich kleinen Halbkreise BCD und EFG 
zusammenfallen, so fallen die Punkte BCD und EIG in die Gerade 0-4 und 
es fallen sodann auch B mit D, sowie E mit zusammen. 

Fassen wir alles bisher Gewonnene zusammen, so wird: 

yq-— dir-j-[cos(a— I)7r + * sin(a— l)7r] / -j^ — d^ 



— Tri [cos (a— l)7r4-*sin(a-- l)fr] 

Trennen wir den reellen Teil vom imaginären und betrachten die beiden 
Integrale als Unbekannte, so lassen sich diese aus den gewonnenen Gleichungen 
berechnen und man hat: 



/ 






dx = 



l-^-x sin(a — l)fr 

^ 0<a<l 



/ 



* a;«-i , 7t 



dx = 



1 — a? tg(a — l)7t 



Wir haben bisher angenommen, dass der Integrationsweg sich nur einmal 
um einen kritischen Punkt windet. Diese Voraussetzung lassen wir fallen. 

Wir nehmen zunächst an, der Integrationsweg sei (ÄBCDEFÄ)^ wobei 
also der kritische Punkt a zweimal umkreist wird (siehe Figur 13). 

Ziehen wir die Wege AE und AD, dann erhält der Eaum ADE den 
Yerzweigungspunkt nicht mehr. Für diesen Baum gilt der Satz: 

daher- iDL) + {EÄ) + iAD) = 

' {DE) = {AE) + {DA) 
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Sodann ist: 

{ABCDEFA) = (ABCDA)-\-{AECFA) 
Die Integrale über die beiden letzten Wege sind synektiscb. 
Jedes TOD ihnen besätzt den Wert irrip, daher hat man: 
{ABCDEFA) = \ftip 
Äehnlich hat man fttr eine dreimalige Umkreisnng (siehe Figur 14). 

Figur 14. 





(ABCDEFGA) = iÄBCDEA)-\-(AtGA) 
nnd allgeniein fOr eine nmalige Umkreisung: 

wobei natürlich nur ein einziger Verzweignngspunkt angenommen wird. 
Nehmen wir nun an, wir hatten das Integral: 



//(.)^ 



welches in z =: c einen UnsteÜgkeitspunkt besitzt. Die Fonküon / {z) sei eine 
«deutige (siehe Figur 15). 

Figur 15. 



Dann geht der Wert z von a nach h auf dem Wege: 
(al2...n&) 
wobei der Punkt c «mal umkreist wird. 

Zeichnen wir einen neuen Weg (aFEb), so wird nach dem früheren das 
Integral tlber: 

{al2...nEFa) = ±2npi 



?8 
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Da die Fl&che (aFEh) keinen kritischen Punkt einschliesst, so ist: 



Nun ist: 



{a\2...nEh) = {aX2...nE) + {Eb) 

= (a 1 2.. .n-£)-}-(a6) + (^Fa) 
= la\2...nEFa)'^{ah) 



also das Integral: 



ff{z)dz = (ab)±2npi 



Nun bedeutet (ab) nichts anderes als dasselbe Integral mit Bücksicht auf 
die einfachste Form des Ueberganges. Allgemein haben wir also: 



So wird z. B. : 



Jf{z)dzz=iijf{z)dz\±2n7tip 

8 

I — = \ogz + 2n7ti 



da hier p=\. Es gilt als Begel, dass bei 2n7tip das Plus- oder Minuszeichen 
zu nehmen ist, je nachdem der Integrationsweg in der Bichtung der wachsenden 
Winkel durchlaufen wird oder umgekehrt 

Wir wollen diese Sätze zu wichtigen Folgerungen benützen: 

Nehmen wir an, eine Funktion f{z) sei 
Piimr 16 ^^ ^^^ durch die beiden Kreise R und r um 

^^^ Nullpunkt herum begrenzten Bing eindeutig 

und stetig. Sodann wird es auch die Funktion: 

z — a 

TW 

jedoch mit Ausnahme des Punktes a. 

Nach unserem Fundamentalsatze für 
synektische Funktionen ist also: 

z — a J z — a * J z — a 

R r q 

wobei sich die Integrationen über die durch 
die Badien angezeigten Kreise ersü^ecken. 
Betrachten wir nun die Integrale einzeln, so 
wird, wenn: 

0= a-^q^^ 




f- 



gesetzt wird: 



27r 



fT^ä, = faa + ee'9)d<p 



also fBr unendlich kleines q: 



fJ(?Ldz = 27vf(a) 
J z — a ^ 
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J z — a 

ist oflTenbar: / x ^/r»x 

(a)<{R) 

also können wir schreiben: 



J z — a J ' ^ ^ z z 



X 
X 



S 






analog wird: 

J z — a J * ^ ' z a' 

r r 

demnach wird: 
dabei ist: 

J z"" J Ä*«*«"» ^ 

£ 
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Jf{z)z''dz= if(r^'P)r^e^^vdq> 

r 

Nehmen wir r = 0, d. h. den Eonvergenzbereich fBr z^ durch den Kreis 
mit dem Radius R begrenzt an, so wird: 

27r 



««)=ib-/^''- 





Vergleicht man diese Entwickelung mit jener von Maclaurin, so folgt: 



27r 



--«»'^/^^^^ 





Wir können noch zeigen, wie die Fourierschen Beihen mit unseren Ent- 
Wickelungen zusammenhängen. Setzen wir: 

27ti. 

dann wird: 

oder allgemeiner, wegen der Vieldeutigkeit von logi: 

wobei X eine beliebige ganze Zahl ist. Soll diese Gleichung bestehen, so muss: 

d. h. die Funktion a eine Periode £2 haben. Also nur für solche Funktionen 
gelten die nachstehenden üeberlegungen. Dann wird aber q>(b) solange stetig 
und eindeutig, solange es f(a) ist. Sei nun f(ä) stetig und eindeutig innerhalb 
des mit dem Eadius R bezeichneten Kreises. Suchen wir nun die Grenzen 
von b. Es war: 2^^ 



30 Fonktioni^theorie. 

Setzen wir also: 

a = Re^v 
so wird: 

der Modul von b ist also: 



27r „ , 2n- ^ 



und seine Grenzen sind: 

demzufolge bleibt q>{b) eindeutig und stetig innerhalb eines Ringes, dessen 
Badien durch die soeben angezeigten Werte gegeben sind. 

Wir haben also: 

(00 «^ OD «TT 

^0 



Nimmt man r = und setzt : 



= X 



27t 

so folgt: ^ 

Li* J 

dieses ist die bekannte Fouriersche Formel. 

Gehen wir von bekannten Funktionen aus, so gibt uns also die funktional- 
theoretische Ableitung Mittel an die Hand, den Eonvergenzradius der Reihen- 
entwicklung zu bestimmen. 

§ 5. Fortsetzung der Funktionentheorie nach Riemanns Anschauung. 

Wir behaupten: Wenn eine einwertige Funktion nie unendlich 
wird, so ist sie eine konstante. 

Um diesen Satz zu erweisen, benätzen wir die Gleichung: 



«'>=»It/^ 



Die Integration soll auf den Um&ng eines Kreises mit dem Radius r be- 
zogen werden. Setzen wir also: 

z = re*'^ 
so wird: 



dz . , 
— = xdq) 



also: 



%n 



'^^ 27t J re*v — t ^ 





27r 



'^' inj . r^i" 



'- t 



J 
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da die Fanktion nie unendlich wird und einwertig ist, so kann r beliebig gross 
genommen werden. Sei also r= oo, dann wird: 

27r 



m = :^/fire"P)d^ 





Da nun das Integral von t nicht abhängt, so muss f(t) eine Konstante 
sein. Daraus folgt, dass eine einwertige Funktion wenigstens für 
irgend einen Wert der Variablen unendlich gross sein muss. Sie 
muss aber auch Null werden. Denn wäre q)(z) nicht 0, so könnte: 

1 

(p{z) 

nicht 00 werden, also wäre eine Konstante und demzufolge auch q>(z)f was wider 
die Voraussetzung ist. 

Weiter können wir behaupten, dass eine einwertige Funktion mindestens 
einmal irgend einen vorgeschriebenen Wert annehmen muss. Denn wäre nicht 
wenigstens einmal: 

q>(z) = k 

so wäre: 

q>(z) — k 

nie 0, also eine Konstante, was wider die Voraussetzung ist 

Wir behaupten: Eine einwertige Funktion ist auf eine Kon- 
stante bestimmt, sobald für jeden Unstetigkeitspunkt eine Funktion 
gegeben ist, die in diesem Punkt genau so unendlich wird, wie 
die gegebene Funktion, sonst aber endlich und stetig bleibt Sei 
f{z) die gegebene Funktion und 

Äj flfg • • • fl?„ 
die Unstetigkeitspunkte, sowie: 

Funktionen, die sonst endlich und stetig nur an diesen Punkten oo wie die Funktion 
selbst werden. 

Man kann schreiben: 

f{z) = q>,(z)^xp,(z) 

für z-=a^ wird f{z) ebenso oo gross wie y, {z). Da nun q>^ (z) für 2^ = 02 end- 
lich bleibt, so muss xp(z) hier unendlich werden, also wird analog: 

xpi(z) = (p^(z)-\-ip^(z) 
So fortfahrend gelangen wir bis: 

wo tpn(^) nirgends mehr co gross wird, also eine Konstante ist Sei diese C, 
so wird: 

Wir geben ein Beispiel aus der Theorie der Gammafunktion. 

Es soll eine Funktion gefunden werden, welche fär sämtliche reelle, ganze, 
negative Werte — (w -f- 1) des Argumentes 2 = a? -f- ly unendlich gross wird, wie: 

. V _ (- !)"> 1 

(pm{z)— 1.2.3...W * Z-f-w+1 

und für a; = w -|- 00 unendlich gross wird, wie : 

l»2-3 ••• (n—l)n 
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dagegen fBr a; ^= — oo gleich Nnll wird. Femer soll noch festgesetzt werden, 
dass für 2 = der Wert der Funktion ^= 1 sein soll. Dadurch wird die additive 
Eonstante C bestimmt. 

Wir haben: 

f^(z) soU fBr jedes endliche z endlich dagegen ffir: 

den Wert oo annehmen. 

Wir schreiben, indem wir die Bräche zusammenziehen: 

f(z) = Lim. [(^+i)(34rf)...(^^A,)J^^^ 

für 2 = soll f(z) = 1 werden, also kann man : 

/•,(2) = 1.2.3...ä:/',(e,ä:) 
setzen. Dadurch wird: 

' Nnn soll ffir z = —m—l die Funktion gleich sein : 

(-1)" 1 

i*2-3**«m 2-|-OT-j-l 
Wir haben also: 

(— l)"*m!A; — m — l! m\ 

oder: 

Lim. 1/3(2, *).(* — w)(i — t»+l) ...(i — 1)A;] = 1 

Wir haben also: 

Lim. f^(z,k) = Ä;-"*-* 
oder allgemein: 

lAni.f^(z,k) = k' 
so dass also: 

wird. Die soeben gewonnene Funktion besitzt alle Eigenschaften, nur noch soll 
für 2 = 00 = n, f{z) = 1 • 2 • 3 • • • n sein. Hieraus folgt, dass: 

f,(z,k) = l 

genommen werden musss, denn f^(zk) ist eine einwertige Funktion, die nie un- 
endlich wird, also eine Konstante. Also ist: 



^<^) = ^- hF+iF^lFTwl= 



und dieser Ausdruck gUt Air alle imaginäre Werte von z. Es ist dies der be- 
kannte Ausdruck ftlr die Gammafunktion^ den wir rein theoretisch abgeleitet 
haben. 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881, 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliehes zur Seite steht, erscheint monatlich in 8 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 rSf pro Heft und hringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physlky 
Mechanik^ math. Geographie, Astronomie, .des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollstäodi^ 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entvriekelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTorzelch- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen Aber das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehulen I. und !!• Ord«, gleich- 
berechtigten höheren Bttrgersohulen, Privatsohulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnaalen, Schnllehrer- Seminaren, Poljteehniken, Teehniken, Bange werksohulen, 
Gewerbesehulen, Handelsschulen, teehn. Torbereitungsaohulen aller Arten, gewerbliehe 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und ForstwisBenschaftsschnlen, 
Militärschulen, Yorbereitungü- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offlzlers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten, Lust, Liebe 
und Terständnls für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
zweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungeu und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlnng« 
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§ 6. Rationale Funktionen. 

Eine rationale Funktion entsteht durch in endlicher Anzahl wiederholte 
Anwendung der elementaren Rechnungsarten auf die Zahlengrössen : 

a, i, (? • • • ^i'^2^3 ■ ' ' 

Nachdem nun immer erreicht werden kann, dass die Division entweder gar 
nicht oder nur einmal im Resultate auftritt , so hat man zwei grosse Gruppen 
zu unterscheiden: Die ganzen und gebrochenen rationalen Funktionen. 

Wir haben nun folgende Theoreme; 

L Zwei ganze Funktionen einer Variablen sind gleich, wenn 
sie auf die Normalform gebracht, gleiche Koeffizienten haben. 

IL Zwei ganze Funktionen von nicht höherem Grade als n 
sind gleich, wenn sie für (w+l) Werte, gleiche Werte annehmen. 

Diese Sätze ergeben sich unmittelbar aus dem Satze, dass eine ganze 
Funktion wten Grades nicht fflr w-j-l Werte von x verschwinden kann, ohne 
dass sämtliche Eoefßzienten gleich wären. 

ni. Eine jede ganze Funktion vom wten Grade, lässt sich in 
n Faktoren ersten Grades zerlegen. 

Dieses ist bewiesen, wenn es feststeht, dass die ganze Funktion mindestens 
für einen Wert von x verschwinden muss. Um dieses zu erweisen schicken 
wir drei Sätze voraus: 

a) Jede der Gleichungen: 

af»— 1 = 0, a:»"+l = 0, of^-\-i = Oj rc« — i = 

hat stets eine angebbare Wurzel. Der Beweis gehört in die algebraische 
Analysis. 

ß) Es sei für einen bestimmten Wert von x = a, f(a) von ver- 
schieden, dann ist es immer möglich, andere Werte von a? zu finden, 
für welche: 
_, lf{x)]<lf(a)] 

\x — a\<io 



wird, wobei d eine beliebige, noch so kleine Grösse bezeichnet. 

Denn seien c^ • • • c^ reelle Koeffizienten und ^ eine reelle Variable , und 
sei die Funktion: 

gegeben. Dann lässt sich zeigen, dass für einen bestimmten Weit von ^ der 
ganze Ausdruck das Vorzeichen des ersten Gliedes erhält. 

Denn man hat: 

Sei nun k grösser als jede der Grössen: 
SO wird: 



^0 ^0 ^0 



Ai)^^o?"[i+Ä=?(i+i+--- r-)] . 

' L&sks, EinffUurnng in die Fnnktionentheorie. 8 
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Sei nun d<l und positiv, dabei so klein, als man will; setzt man: 

so wird: 

also so klein, als man wiD. Demnach gibt es einen Wert von §, für welchen 
f(^) das Vorzeichen des Gliedes c^^ erhält. 

Sei nnn x = a + A, wobei a und ä komplexe Grössen sind, so wird: 

/-(^r) = ^, + ^^A- + .4«+iÄ-+>+ . . . 

dabei ist A^ = f(a) 2 nach der Voraussetzung. Setzt man allgemein : 

j 

-7- = am + 'Pm 

SO folgt: « 

[f{x)f = iA,y . {[1 + (a. + ^-/J«.) /'-+••• ]y 

Nun können drei Fälle eintreten: 

a) «m ist negativ. Dann kann nach dem früher bewiesenen Satze A" 
immer so klein gewählt werden , dass ier Klammerausdruck gleich wird 1 — d, 
dann ist aber: 

ß) Ist am>0, dann setze n^an: 

wobei ^ positiv ist and man erhält: 

wir haben also denselben Fall wie filiher. 

y) Ist «^ = 0, so muss /9m 2 sein, weil ^,„ 2 ist Wir haben also: 



m 



1) /9w > 0, dann setzen wir h= V i • ^ 



f» 



2) ß.n<0, „ „ „ A= V-i.? 

wobei ^ wie früher positiv angenommen wird. 

Damit ist nachgewiesen, dass ich für jedes gegebene a ein x so finden 
kann, dass: 

\ f (<'){> \fi^)\ 

Man kann also f(x) immer kleiner und kleiner machen. Cauchy, der diesen 
Beweis gegeben, sagt: Notwendig muss einmal f(:x)=: werden. 

Dieses muss aber noch bewiesen werden. 

Wir haben zu zeigen: dass f(x) ein Minimum hat und ferner: dass 
dasselbe wirklich erreicht wird. 

Denn wenn gezeigt wird, dass f(x) unter eine sich einer Grenze nähert, 
ist noch nicht bewiesen, dass diese Grenze wirklich erreicht wird. So hat z. B. 
der Abstand zwischen einem Hyperbelpunkte und der Asymptote zur unteren 
Grenze 0, diese wjrd aber nie erreicht (vergleiche Seite 10, § 1). 

Wir werden beweisen: .... ., 
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hat eine untere Grenze l^. Diese ist 0. Denn wenn sie es nicht wäre, so 
könnten in jeder Nähe des angeblichen Minimums andere ^Werte derart bestimmt 
werden, dass: 

dann wäre aber ^ nicht Minimum. 

Um das erstere zu erweisen, erinnern wir an den früher bewiesenen Satz: 
Wenn eine reelle Variable stets grösser ist, als eine angebbare Grösse, so hat 
sie eine bestimmte untere Grenze. 

Sei nun: 
also ' 

so können wir behaupten, dass d stets grösser ist als eine angebbare Grösse — 
nämlich 0, denn d ist immer positiv — demnach hat d eine untere Grenze Jq. 

Mit anderen Worten, dass wie klein man auch d nehmen mag, dennoch 
mindestens ein Wert von d in dem Intervall cJo • • • ^0 + ^ liegen muss. 

Aber dieser Wert ^0 = ^ gehört zu den definierten. Denn wenn nicht: 
wäre, so müsste: 
sein. Aendem sich f^ und riQ, so ändert sich auch d'; wir haben also: 

Da nun cp und 1// rationale Funktionen sind, so kann: 

immer durch geeignete Wahl von e, e' kleiner gemacht werden, als jede noch 
so kleine angebbare Grösse. Man kann also: 

machen. Also auch: 

wie aus nachfolgender Figur ersichtlich: 





Aus der letzten Gleichung folgt aber, dass <Jo — d" nicht kleiner gemacht 
werden kann, als jede beliebige Grösse, selbst wenn man ^ij noch so nahe an 
IqIJp nimmt. Dieses steht im Widerspruche mit der Voraussetzung, der zufolge 
in jeder Nähe von Öq Werte existieren müssen (hier d"), die zu den definierten 
gehören. 

Es muss daher notwendig: 

j(Jo^(I'| = 
also : 



'0 

sein. 
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§ 7. Theorie der Reihen. 

Dirichlet bemerkte 1837 (Abhandl. der Berl. Akademie), dass die Summe 
gewisser convergenten Reihen nicht unabhängig von der Anordnung der Glieder 
ist. Als Beispiel fuhrt er die Reihe: 

'^ 1 2"^3 4'6 
welche sich auch wie folgt ordnen lässt: 

1,1 1 , 1 1 1 1 I 

Es zeigt sich, dass: 

3 
. = -. 

Riemann hat weiter gezeigt; dass man der obigen Reihe durch Verstellung 
der Glieder einen beliebigen Wert geben kann. Riemanns Vorschrift lautet: , 

Sei S die verlangte Summe. Man nehme so lange positive Glieder, bis 
ihre Summe grösser wird als S und sodann so lange negative, bis die Summe 
kleiner wird als S. Dann wird die Abweichung der so gebildeten Reihe von S 
weniger betragen, als der Wert des dem letzten Zeichenwechsel vorausgehenden 
Gliedes. Da die Glieder mit wachsendem Index zuletzt so klein werden, als 
man will, so gilt dieses auch vom Unterschied der Reihe und der Grösse k j 

Wollten wir z. B. in der obigen Reihe die Glieder so umstellen, dass ihre 
Summe gleich wird 1, so würden wir bilden: 

, , 1 1,1 ^,^, ,1 1,1 1 

Derartige Reihen wollen wir bedingt konvergente nennen, zum Unter- 
schiede von unbedingt (d. h. bei jeder Anordnung der Glieder gegen dieselbe 
Summe) konvergierenden. 

Das Verhalten obiger Reihe wird sofort klar, wenn man sie wie folgt 
schreibt : 

Beide Reihen sind divergent und demnach ist die Reihe von der Form: 

00 00 

d. h. unbestimmt Wir entnehmen diesen Ueberlegungen aber auch die Thatsache, 
dass eine Reihe, die nur positive Glieder enthält, nicht bedingt konvergent 
sein kann. 

Cauchy hatte behauptet, dass eine Reihe, deren Glieder stetige Funktionen 
eines Argumentes sind, allemal selbst eine stetige Funktion darstelle. Abel 
(Grelle I) zeigte, dass es Ausnahmen gibt, indem er auf die (allererste) Sinusreihe 
(von Euler: Nov. Com. Petrop entwickelt) hinwies: 

siny — ^sin29-f-"^sin3y — • • • 

die trotz der Stetigkeit ihrer Glieder, für cp = (2m-l-l)^ unstetig wird. Die 
Bedingung der Stetigkeit ffir alle Reihen hat Stockes, vor allem aber 
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Seidel (1877, Bayerische Akademie) ia der gleichmässigen Konvergenz 
erkannt 

Nehmen wir eine allgemeine Reihe: 

no 

Ist es möglich y bei Annahme einer beliebig kleinen Grösse e eine Anzahl 
von m ersten Gliedern so abzusondern, dass der Wert des Restes: 



00 




m - l 

für alle Werte von a;, die im Eonvergenzbezirk liegen, so ist f(x) in diesem 
Konvergenzbezirk gleichmässig konvergent. Im Falle der gleichmässigen Kon- 
vergenz ist obiger Cauchy scher Satz richtig. 

Wir wollen die allgemeine Regel aaf ein specielles Beispiel anwenden. Sei: 

Kann für jede noch so kleine vorgegebene Grösse e ein endliches m 
so gefunden werden, dass: 

für alle Werte des Konvergenzbereiches von x, so ist die Reihe für f(x) 
gleichmässig konvergent. Setzt man: 

i^(a-) = ao + «i^ + «2^«H a»~ia;"»"-* 

so wird: 

gesetzt werden können und man hat: 

F(xJ^g) — F{xX€ 
d. h. F{x) stellt eine stetige Funktion dar und wir haben: 

SF'(x) + ^F*'(x)^ = a«,a:- + o«,+,a?-+i H <e 

Für die Euler sehe Reihe, die wir oben angeführt haben, ist: 

f(x-^d) — f(x) = d(coBx — cos2ic-|-cos3fl? — • • •) 

also kann, da für x = +7t die Klammerreihe divergent wird, nicht immer: 

f{x-i-d)-f(x)<e 

gemacht werden. Die Reihe ist also nicht stetig und konvergiert demnach nicht 
gleichmässig. Das lässt sich auch direkt zeigen , indem man für x = ±rt nie 
eine Anzahl von m ersten Gliedern so absondern kann, dass der Rest kleiner 
wäre, als jede noch so kleine gegebene Grösse e. 

Der Begriff der gleichmässigen Konvergenz ist von der grössten Wichtigkeit. 
Cauchy hat nämlich behauptet, dass das Integral einer unendlichen Reihe von 
Gliedern gleich dem Integral der Summe ist, dass also: 

f(% + ^h+^2-] ) = f^o+f^i + f^2'\ 

Man kann zeigen, dass dieses nur dann der Fall sein wird, wenn die 
Reihe: 

gleichmässig konvergiert. Dieses Theorem ist äusserst wichtig, denn man 
hat so den Beweis geführt, dass die Entwicklung der Fourier sehen Reihe nur 
in einer Weise möglich ist. Auch Jacobis Satz von der Darstellbarkeit der 
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Wurzeln einer algebraischen Gleichung durch bestimmte Integrale, wurde anf 
diese Art bewiesen. In der mathematischen Physik wird von diesem Satze anch 
oft Gebrauch gemacht. 

In früherer Zeit liess man auch die divergenten Beihen als formelle Gebilde 
gelten. Wir schliessen dieselben aus. Denn sie stellen keine bestimmten Grössen 
dar. Betrachtet man z. B. die aus: 

1 

für a; = 2 hervorgehende Reihe, so kann sie wie folgt transformiert werden: 

1 — 2 + 4 — 8+16 — 32 + 64 

= l + (— 2 + 4) + (— 8 + 16) + (— 32 + 64)-| 

= l + 2 + 8+,32 + 64^ 

oder: 

= (1 — 2) + (4 — 8) + (16— ß2) + (64— 128)-| 

= —1 — 4—16 — 64 

Es liefert also ein doppelter berechtigter Vorgang, einmal einen unendlich 

grossen positiven, das anderemal einen unendlich grossen negativen Wert for 
denselben Ausdruck. 

Der erste, der die gleichmässige Konvergenz, ohne sie zu nennen, in den 
Kreis der mathematischen Betrachtungen zog, war Bolzano. W^ir entnehmen 
seiner Schrift folgende Darstellung: 

Nehmen wir a = 1 und e positiv an und setzen als symbolische Gleichung: 

S=l + 6 + e*+-«- in inf. 

so ist soviel gewiss, dass S eine positive, gleichviel ob endliche oder unendliche 
Grösse bezeichnet. 

Es ist aber auch für jeden beliebigen ganzzähligen Wert von n: 

/S==l + e + «*+••• +ß»»— 1 + e** + e**'*"^+ • • • ' 

oder auch: 

\ ^ 

S = -; 1-^+ €""*+ • • • 

1 — e ' ' ' 

wofür wir auch: 

schreiben können, wobei wir wenigstens wissen, dass pj eine von e und n ab- 
hängige nennbare oder unnennbare, jedenfalls aber positive Grösse bezeichnet 
Wir können auch schreiben: 

jPj = e"(l+e+e^-j •) 

Hier hat nun die aus oo vielen Gliedern bestehende Summe in den Klammem 
auf der rechten Seite ganz das Aussehen der symbolischen Gleichung S, ist aber 
gleichwohl mit ihr nicht für einerlei zu halten. Indem die Menge der Sum- 
manden zwar beidemal «>, aber nicht gleich ist, denn pj hat unstreitig um n 
Glieder weniger als S. Wir können also nun: 

setzen , wobei wieder jp2 jedenfalls eine von n abhängige , stets positive Grösse 
ist. Sonach erhalten wir: 
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oder: ^„ . 1 — e» 



d. h.: 






ift 



Es wird also: 



oder: 



1 — « 1 — e 






1 — e** 
woraus wir sehen, dass, wenn n beliebig gross genommen wird, der Wert: 

1 — e» 
unter jede beliebige ^ noch so kleine Grösse -^ herabrücken, auch eine jede 

der Grössen p^ und p^ für sich unter jeden beliebigen Wert herabsinken müsse. 

S hat daher zur Summe die Grösse: 

1 
\ — e 

Man könnte noch einwenden, dass in der Gleichung: 

j>2 einen oo Wert annehmen könnte. Aber aus: 

folgte dass p^S und p^^ sowie e wesentlich positiv sind. 

S>p^ 

also wird: 

j gl« 

woraus folgt, dass auch p^ unter einer bestimmten endlichen Grenze bleiben muss. 

Die Konvergenz dieser Reihe musste streng erwiesen werden, weil sie zur 
Grundlage so mancher nachstehenden Entwickelungen gebraucht wird. 

Wir können nun zeigen, dass auch ihre Ableitung, d. h. die Reihe: 

S'= l + e + 2«2^3e'4-4e* ... 

konvergiert. Dabei wird e wesentlich positiv vorausgesetzt (Modul der komplexen 
Grösse). Wird : 

S = l-|-6-}-e*-f-«' • • • 
gesetzt, so folgt: 

S' = S+e{S-p,)-^re,{s-p,)J^... 
oder: 

d. h. da der Elammerausdruck, der eine wesentlich positive Grösse darstellt: 

da nun S eine endliche Summe hat, muss auch S* eine solche haben. Wir 
wollen noch auf einen Satz aufinerksam machen: 
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Eine Reihe konvergiert, wenn die Reihe der absoluten Be- 
träge der einzelnen Glieder konvergiert; man kann aber nicht um- 
gekehrt schliessen. 

Denn sei: s = {a,+b,i) + {a, + b,i)+ -. • 

die gegebene Reihe, und konvergiert die Reihe: 

|S| = V^7+V+ V^7+V+ • • • 

so wird auch S: 

konvergieren, wenn gezeigt wird, dass jede der Reihen: 

konvergiert. Nun ist aber allgemein: 

also : '_ 

und zugleich: 

woraus die Konvergenz unmittelbar folgt Dass nicht umgekehrt geschlossen 
werden darf, folgt aus: 

a + 6^ V«^ + 6« 

Schliesslich betrachten wir noch die Reihe: 

Da allgemein: 

n \n'n-f-l' w + r/ n-j-r 

so folgt für ein endliches n und Lim. r= oo: 



00 



>Lim. ( 1 r— — ! — ^1 — )>1 



also kann man nie ein endliches n angeben, für welches der Rest der Reihe: 

n ' n-(- 

wo e eine beliebig kleine vorgegebene Zahl ist Die Reihe ist demnach divergent 
Wenden wir uns zu den Potenzreihen: 



+ir+T+--- <' 



oo 



^(x)=y^a,x- 



Für diese gilt der Fundamen talsatz : 

Wenn für x, wo \x\=Xq die Beziehung: 

wo g eine angebbare endliche Grösse ist, existiert, dann ist 
für jedes: 

1^1 = i'j b<^o 

die Reihe Sß(a?) gleichmässig konvergent. 
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Denn sei: 
80 wird: 



«1 = 1. I<«0 



a,!e'\<9 



also: 



W)<9 






x^ 



Nun kann ich vom ntten GUede an den Rest: 



Ki)TZT 



kleiner machen als jede angebbare Grösse, wenn ich nur m dementsprechend 
wähle, da: 



a?. 







<1. 



Wir beweisen femer: Konvergiert die Reihe: 

innerhalb eines Intervalles + a gleichmässig, so konvergieren 
alle Deriyierten dieser Reihe ebenfalls gleichmässig innerhalb 
desselben Intervalles. 

Denn ist: 



so wird: 



Also wird: 



\nanX^'~^\ = 



\aj I a 



X 



a 



»— 1 



P ^ n Ix 

^ a \a 



Im— 1 



da: 



a 


« 


X 


1 — 


a 


X 

a 


<1 





w — 1 



Lim. -Bn = für Lim. w = oo . 



X 



a 



< — Lmi. ( — fi ) 



SO wii-d: 

Wir haben nämlich: 

Lim. n 

denn es ist allgemein: 

o — (ö — fi) ' ' 

Es tritt an uns die Aufgabe, die Bedingungen der Konvergenz zu 
suchen. Diese sollen nicht formal sein, denn wir werden sehen, dass eine jede 
gleichmässig konvergente Reihe ein Element einer Funktion ist Die Funktion 
selbst, ist aber durch gewisse Eigenschaften charakterisiert Wenn also die 
Reihe aufhört, irgendwo konvergent zu sein, so ist dieses durch die Eigen- 
schaft der Funktion bedingt. 
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Wir haben also zu untersuchen, wodurch das Aufhören der Konvergenz 
bedingt ist 

Wir setzen fest: 

Konvergiert eine Reihe für \x\<^q und divergiert fiir |ä:|>^, so stellt ein 
Kreis mit dem Radius q um den Nullpunkt herum, den Konvergenzbezirk 
dar. Wir wollen nun einiges über die Grenzen sagen. 

Sei um ein einfaches Beispiel zu haben: 



Setzen wir fest, dass: 

so wird: 

also: 

so dass: 
wird. 



= 1 also x*^y* = 1 
M7 = (öQ -|- a^x) -f- iof , (/ — x^) 

v = a^ {i — x^ 



«^' + 0^ — ao)^ = «i* 




Figur 18. 




Beschreibt also z einen Kreis um den Nullpunkt herum mit dem Radius 1, 
so beschreibt w einen Kreis um a^ hemm mit dem Radius ai. 

Wir begreifen sodann sofort folgendes: 

OA ist der Maximalwert von \f{z)\ für den Fall, dass |2| = 1. Nehmen 
wir i^l noch so klein, so kann f(2) nie unter die Grenze OB = ao gehen, also 
ist «0 die untere Grenze für die obere Grenze von ]f{x)\ und in unserem Falle 
auch die obere Grenze für die untere Grenze von |/(a:)|. 

Dieses vorausgeschickt, beweisen wir nachstehenden Satz: Sei: 
also eine ganze rationale Funktion, wobei: 



arX *" 



m^m^ ' ' ' Mr 



eine endliche Anzahl ± ganzer Zahlen, Null ausgenommen, darstellt 
Sei ferner eine solche Grösse, dass: 



aber für kein mx: 



= 1 



©"•^ = 1 
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so gilt der Satz: 

vO \ / 

Derselbe wird erhalten, wenn man die Funktion: 

summiert Ist Xq endlich, so wird der Elammerausdruck für jeden n unterhalb 
einer Grenze H bleiben. 

Sei nun g der Maximalwert der oberen Grenze für \f{x)\, so wird: 

also: 

I i^ ^ 



n 



Da aber man für Lim. n = qo , 



H 



= setzen kann, so folgt : 

K\<9 
Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich sofort der nachstehende von Gauchy 
angegebene Satz: 

Hat man eine Potenzreihe und denkt man sich der Variablen x 
alle Werte beigelegt, für welche: 

\X\=Q 

wobei q im Innern des Konvergenzbereiches liegt, dann erreicht 
\f(x)\ mindestens einmal eine obere Grenze g und für jeden Koef- 
fizienten gilt die Ungleichung: 

Sei nämlich: 

f(x) =: 2a^x^ 

so folgt: 



X 



-z 



f(x) = ao^""^H l-«A+«;i+i^H «2+n^+^« 



also wenn: 

kl = Q 

und g die obere Grenze von \f(x)\ ist, so kann offenbar gesetzt werden: 

?"V^W + I^»I 
Da nun: 

limi?» = 

denn x liegt im Innern des Konvergenzbereiches, also ist: 

Dieser Satz lässt sich auf mehrere Variable ausdehnen und liefert dann 
eines der wichtigsten Hilfsmittel zur Bestimmung des Konvergenzbezirkes. Er 
kann aber, wie aus dem obigen erhellt, nur dadurch bewiesen 
werden, dass wir komplexe Werte annehmen. 

Sei nun: 

- F(x) = f,(x)-\-f,ix)+f,ix)+.-. 

eine unendliche Reihe von Potenzreihen gegeben. Wir fragen, wann lässt sich 
dieselbe durch eine Reihe von der Form: 

2a.x^ 
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erreichen. Diese Untersuchung ist wichtig, denn es gibt Reihen, die man nicht 
zusammenziehen kann. Hat man z. B. eine Fouriersche Reihe, die für alle 
reellen Werte gilt, und entwickelt jedes Glied in eine Potenzreihe, so erhält 
man durch Zusammenziehen fast ausnahmslos eine divergente Reihe. 

Wir können fordern: 

1) dass die Koeffizienten der Reihen eine endliche Summe 
geben; 

2) dass die Einzelnreihen einen gemeinsamen Konvergenz- 
bezirk besitzen. 

Ist die eine oder andere Bedingung nicht erfüllt, so kann man offenbar 
keine Potenzreihe bilden. 

Bilden wir nun formal: 

F(x) — 2Axx^ 

Gibt es dann eine positive Grösse |, die im Innern des gemeinsamen 
Eonvergenzbezirkes liegt, und die so angegeben werden kann, dass für alle: 

\x\ <: § 

die Reihe: 

unbedingt und gleichmässig konvergiert, dann lassen sich die Potenzreihen 
zusammenziehen. Denn wir können immer ein n so angeben, dass fiir ein noch 
so kleines d: 



oo 




A(^) 



<d 



und für die ttbrigen Glieder können wir unter Voraussetzungen 1) und 3) die 
Summe bilden. 



Es sei demnach: 






in eine Reihe von der Form: 



zu verwandeln. Dann muss: 



? 



«A^ 



«i = 




a 



kl 




offenbar endlich sein. Es mögen die Elementarreihen konvergieren für: 

\x\<R 
dann wird a^^ endlich, wenn auch: 

^ ^k{x) 

für \x <iR gleichförmig konvergiert Denn dann kann man nach Annahme 
einer beliebig kleinen Grösse 5 immer eine endliche Zahl m so bestimmen, dass: 

J^k{x) 
Ist nun w>m, so wird auch: 




<i 



OB 




%i?=) 



<-. 
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also um so mehr: 




M^) 



m 



<d 



Diese letzte Summe besteht ans endlicher Anzahl Potenzreihen, kann also 
in eine Potenzreihe verwandelt werden, so wird: 



2 ».(«)= 2(2«..) 



X 



Nach der vorhergehenden Ungleichung ist aber für |x| = r < J? die obere Grenze 
des absoluten Betrages dieser Potenzreihe gleich d, folglich gilt nach einem 
früher bewiesenen Satze für jeden der Koeffizienten: 




a 



kl 



m 



<ör 



-X 



da r endlich ist , verschwindet diese Summe , also ist a^^ endlich. Wir fügen 

hier eine wichtige Bemerkung bei. Der zuletzt angewendete Satz wurde früher 
bewiesen unter der wesentlichen Voraussetzung komplexer Grössen. Es genügt 
also nicht, dass man die gleichmässige Konvergenz der zusammenziehbaren Reihen 
nur für die reelle Variable beweist, die Reihen müssen auch für 
die komplexen Werte der Variablen gleichmässig konvergieren. 
Ob eine bloss für reelle Werte definierte und nur für solche gleichmässig kon- 
vergierende Reihe zusammenziehbar ist, lässt sich allgemein nicht entscheiden. 
Femer ist zu zeigen, dass wenn: 




für \x\ < jB konvergiert, auch die Reihe : 




denselben Konvergenzbezirk besitzt. Denn wenn die erstere Reihe konvergiert, 
so braucht die letztere notwendigerweise nicht zu konvergieren. Endlich ist 
noch der Beweis zu liefern, dass unter den gemachten Voraussetzungen: 

k X 

kleiner als eine jede noch so kleine Grösse d gemacht werden kann. Damit 
ist endlich die Identität von: 



2*,(^)«nä2«-t^' 



erwiesen. 

Wir sehen hier von der Ausführung der Beweise ab. Man findet sie in 
Weierstrass' Abhandlungen und Biermanns Lehrbuch der Funktionentheorie. 



§ 8. ^ Die Reihenfortsetzung. 

Nehmen wir als gegeben an: 

1) . . . SP(x| a)=l + {x — a)-^{x — ay^ 
so wissen wir, dass: 
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die Reihe 1) konvergiert für: 

\x — a| < 1 

Der Ausdruck 2) gilt für alle Werte und zeigt, dass die Funktion für: 

X — a = 1 

wobei X und a reell ist, unendlich gross wird. 

Die Reihe 1) stellt nun also die Funktion nur innerhalb eines Kreises K 
mit dem Radius 1 dar, während die Funktion im ganzen Räume existiert 

Wir stellen nun die Frage, sind wir imstande den GDtigkeitsbezirk der 
Reihe 1) so zu erweitem, dass er gleich dem Bereiche der Funktion 2) wird? 
Diese F'rage haben wir mit Ja zu beantworten. 

Setzen wir in die Reihe: 

X — a = (x — «i) -j- («1 — <^) 
und ordnen nach x — a, so folgt: 

3) . . . ^(x\a,a,) = A^-\-A,{x^a,)-]-A,{x—ix,y^ 

So wird diese Reihe sicher, wenigstens innerhalb des mit ^(x\ä) gemein- 
samen Konvergenzbezirkes K' konvergieren. 

Bestimmen wir die Koöffizienten, so folgt: 

1 . (a — ttj) , (x — aj* 



^(x I a,a^) = 



+ 



1 — «i-f-a ' (1 — a, -|-ö)* 
Daraus folgt aber, dass: 



+ 



I «' «i)] = T^i^;:F« ' 7 



(1 - aj + af 
1 



+ 



X 



a, 



dass also ihre Konvergenz gegeben ist durch: 

IwC — aj < [1 —öfi-f-al 



1 — a^-\-a 



Figur 19. 



also konvergiert die Reihe inner- 
halb des Kreises K'* dessen 
Radius : 

Nachdem für den gemein- 
samen Konvergenzbezirk K^ der 
Konvergenzradius durch: 

war, so sieht man, dass: 

Durch die Fortsetzung 
der Reihe vermittelst des 
Punktes a^ haben wir also 
folgendes erreicht: 

Jch kann den Wert der 
Funktion ^(x \ ä) auch für 
einen Punkt ausserhalb des Konvergenzbezirkes dieser Reihe berechnen (zu- 
nächst innerhalb gewisser Grenzen), indem ich die Reihe vermittelst eines geeig- 
neten Punktes fortsetze. Man könnte nun weiter gehen und die Reihe: 

5ß (x I a, a^, öT^) 

entwickeln. Auf diese Weise würde man sich überzeugen, dass wir in der 
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That imstande sind, durch geeignete Fortsetzung jeden Wert der Funktion dar- 
zustellen. 

Denn es ist: 

mx I «)] = [Sß(jr I a, «,)] = i_l_^^ 

obschon die Reihen: 

^ix\ä) und SP(ar | a, a^) 

in verschiedenen Konvergenzbezirken konvergieren, was wir durch [ ] anzeigen. 

Nach diesem wird .es klar, was damit gemeint ist, wenn wir sagen: 

Wenn die Werte einer Funktion gegeben sind für alle Werte des Argu- 
mentes eines bestimmten Bezirkes, existiert die Funktion auch ausserhalb dieses 
Bezirkes derart, dass die wesentlichen Eigenschaften der Funktion erhalten 
bleiben? Mit anderen Worten lässt sich die Funktion über den Bezirk fort- 
setzen und wie ist diese Fortsetzung zu verstehen? 

Sei also: 

mit dem Eonvergenzradius q gegeben. Setze ich: 

X — a = (cj — a)-|- (x — a^) 
so wird die Reihe: 

den Eonvergenzradius werden wir später bestimmen. 
Wir bemerken noch, dass: 



1-2-3 ••• ^'Cx — — T^K I ^) 

dx 



Bildet man so: 



^(x I a,a,a^) 
^{x I ö, a^a^a^) 

5ß (j? I a, flfi «2 ofg . . . a^) 

so sagt man, man habe die Reihe: 

5ß (x I a, a^a^'*' a^) 

aus der Reihe: 

^(x\a) 
vermittelst der Stellen: 

abgeleitet Wir sagen femer: 

Eine jede Reihe, die man aus einer gegebenen Potenzreihe 
in dieser Weise ableiten kann, nämlich dass man im Eonvergenz- 
bezirk der letzteren eine Stelle annimmt und eine in der Um- 
gebung dieser Stelle konvergente Reihe ableitet, wird das Ele- 
ment einer durch die Gesamtheit der auf diese Weise ableitbaren 
Reihen definierten analytischen Funktion genannt. 

Wir wollen diese Funktion monogen nennen, wobei wir bemerken, dass 
monogen nicht identisch ist mit eindeutig, indem monogene Funktionen auch 
mehrdeutig sein können. 

Es ist sofort klar, dass der Uebergang von a zu ax auf unendlich vielen 
Wegen möglich ist. Gelangt man immer zu derselben Reihe, so sagen wir, die 
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durch die Gesamtheit der Reihen definierte Funktion sei eindeutig. ESn 
Beispiel bietet z. B. die immer konvergierende Potenzreihe: wie wir auch die- 
selbe fortsetzen mögen, immer bleiben wir im Konvergenzbezirk der ursprflng- 
lichen Reihe. 

Wir haben nun die Grenzstellen der Konvergenzbezirke in Be- 
tracht zu ziehen. Dieselben sind dadurch charakterisiert, dass es mindestens eine 
bestimmte Stelle a gibt, so beschafTen, dass wenn sich x ihr nähert, der Kon- 
vergenzradius der abgeleiteten Reihe wird. Für die Reihe: 

l-|-ic-|-a;*-|-ip'-| • 

ist 1 eine solche Stelle. Denn bilden wir die abgeleitete: 

\ A 4- .^ZlfL4_J^IlJ^ J 

1—x, y^ i^x^^ {l—x,y^ 

so ist ihr Konvergenzradius durch: 

g=|l — xi| 

gegeben. Nähert sich Xi der Einheit, so wird q beliebig klein. Es sei: 

y = $ (x\a) 

dann gehört innerhalb des Konvergenzbezirkes zu jedem x ein bestimmtes y. 
Nähert sich x einer Grenzstelle § des Konvergenzbezirkes, dann kann es vor- 
kommen, dass sich auch y einer Grenzstelle ti nähert. Dann ist ^i} eine Grenz- 
stelle von der Beschaffenheit, dass sich in jeder Nähe derselben definierte 
Stellen xy befinden. 

Es entsteht die Frage, ob die Grenzstelle dem Gebiete zugeordnet ist, 
wenn ja, so sagen wir, die definierte Funktion habe für ^ den Wert ij. 

Im allgemeinen ist die Entscheidung hierüber nicht leicht Definieren wir 
nun die Grenze des Konvergenzbezirkes wie folgt: Die Grenze des Kon- 
vergenzbezirkes wird definiert durch die Gesamtheit jener Punkte, die so be- 
schaffen sind, dass es in jeder noch so kleinen Umgebung dieser Punkte Stellen 
gibt, die zu den definierten gehören und auch solche, die zu ihnen nicht gehören. 

Ist in der Figur 20 der Konvergenzbezirk einer Funktion durch den 
Kreis K gegeben und bezeichnet ein Kreis K* mit einem beliebig kleinen Radius 
die Umgebung des Punktes 6^, und ist G der Grenzpunkt, so liegt ein Teil 
des Kreises inmier im Konvergenzbezirk K und ein Teil ausserhalb desselben, 
wie klein man auch den Radius der Kreise K* nehmen mag. 



Figur 20. 



Figar 21. 
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Eom Selbststudium, das Yortretflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle BuchhandluDgen nehmen Bestellungen entgegen. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem keia ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu ^em billigen Preise von 25 /^ pro Heft und hringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Heehaniky math. Geographie, Astronomie, des Haschinen-, Strassen-, Elaenbabn-, 
BrQcken- nnd Hochbaues, des konstruktiTon Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollstftndip 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelung der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so daas die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grrÖssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ung^östen Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTerxeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betrelfende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I« und II* Ord«, gleich- 
berechtigrten höheren Bfirgerschulen, Prlyatschulen, Gymnasien, Bealgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, UniTcrsitäten, Land- und ForstwissensckaftaBchnlen, 
Militärschulen, Yorbereitungs-Anstalten aller Arten als z. B. fflr das Eiijährig-Frei- 
willige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt fflr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die Überaus grrosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütse für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur £)rlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — sEum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu yerwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul- Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bernfis- 
zweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf* 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Kamen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, \ 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, Entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt 

Stuttgart. Die Yerlägshandluiig. 
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Die Grenzpunkte selbst können zweierlei Art sein, solche, über welche 
hinaus sich die Reihen fortsetzen lassen, und solche die eine Grenzstelle bilden. 

Es gibt an der Grenze des Konvergenzbezirkes immer min- 
destens eine Grenzstelle. 

Wir beweisen, dass die Konvergenzradien der abgeleiteten Reihen zur 
unteren Grenze und 2E zur oberen Grenze haben. E ist der Konvergenzradius 
der ursprfinglichen Reihe. 

Sei B der Konvergenzradius von: 

Sß {x\a) 
B^ jener von: 

Sß {x\a, flfi) 

so ist, vergleiche Figur 21, wenn: 

ja — aj = rf< — 

angenommen wird, sicher: 

Äj^Ä — rf 

weil sonst a^ nicht im Konvergenzbezirke liegen wtlrde. 

Da man aber auch $ {x\a) aus $ (x\a, a^) ableiten kann, so ist auch : 

also: 

und da d die Grösse R zur Grenze hat: 

Wir können den Konvergenzradius der abgeleiteten Reihe bestimmen. 

Fignr 22. 




Sei R der Konvergenzradius der Reihe: 

fß (x\a) 
sowie Q der der abgeleiteten: 

5P {x\a', er J 

sowie A die Grenzstelle des Konvergenzbezirkes der Reilie: 

^(x\a) 
so wird, vergleiche Figur 22j 

Q = VV+r^* — 2 f\rA cos ((jp^ — qpj 

L&ska, Einführung in die Fnnktionentheorie. 
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dabei ist: 

a^ = r^ ^y» 

gesetzt worden. ^ 

Natürlich kann es mehrere, ja sogar unendlich viele Grenzstellen geben 
für einen Konvergenzbezirk. Im allgemeinen erstreckt sich der Radius des 
Eonvergenzkreises bis zum nächsten Singularitätspunkt. 



§ 9. Begriff der Funktion nach Weierstrass. Die Differentiation. 

Wir haben schon in § 8 den Begriff einer analytischen Funktion ange- 
deutet, wobei wir speziell die monogenen Funktionen hervorgehoben haben. 
Dadurch sind aber unsere Untersuchungen nicht abgeschlossen, denn wir müssen 
zeigen, dass eine jede analytische Aufgabe durch monogene analytische Funktionen 
gelöst werden kann. Denn dadurch haben wir gezeigt, dass die monogene 
analytische Funktion dem analytischen Funktionsbegriff wirklich entspricht Ein 
Ausnahmsfall würde natürlich eine Erweiterung des Funktions- 
begriffes nötig machen. 

Allgemein lässt sich der Beweis nicht führen. Bisher hat sich bestätigt, 
dass eine jede analytische Aufgabe durch monogene Funktion gelöst werden 
konnte, d. h. bei allen analytischen Aufgaben entsprachen diejenigen Grössen, 
die in ihnen als abhängig von anderen erschienen, dem Be^iffe der analytischen 
Funktion. 

Zunächst muss aber noch gezeigt werden, warum wir gerade die Potenz- 
reilie gewählt haben um den Begriff der Funktion darzustellen. Es geschah 
deswegen, weil wir in der Potenzreihe ein allgemeines Mittel besitzen, welches 
in allen Fällen wenigstens einen Teil der funktionalen Abhängigkeit uns in 
einheitlicher Form einer Potenzreihe darstellt. Die Reihe an und für sich ver- 
mag aber nicht den ganzen Bereich der funktionalen Abhängigkeit darzustellen, 
dies wurde erst ermöglicht durch den Begriff der Reihenfortsetzung. Darum haben 
wir die Potenzreihe ein Funktionselement genannt. Der Begriff der Reihen- 
fortsetzung gewinnt aber dadurch noch an Wichtigkeit, dass die durch die Gesamt- 
heit der aus einem Elemente ableitbaren Reihen überall einen gewissen einheit- 
lichen Charakter besitzt, indem gewisse bestimmte Eigenschaften des zur Definition 
gegebenen Elementes (z. B. Erfüllung einer gegebenen Differentialgleichung) sich 
in bestimmter Weise auf alle anderen übertragen. 

Gehen wir nun die verschiedenen analytischen Aufgaben durch. 

L Die Funktion wird durch eine algebraische Gleichung defi- 
niert. 

2y%{x) = 

Wir setzen voraus, dass die Gleichung irreducibel ist; dann lässt sich 
zeigen, dass in der That y sich als analytische monogene Funktion darstellen 
lässt und dass man durch ihre Foitsetzung alle dieser Gleichung genügende 
Werte erhält Ist sie reducibel, dann wird die Gleichung durch ebensoviele 
analytische monogene Funktionen dargestellt, als es Teiler gibt, in welche sie 
zerlegt werden kann. Ist diese Gleichung transcendent, d. h. nicht vom end- 
lichen Grade in Bezug auf y, so gilt dasselbe. 

n. Die Funktion wird durch eine Differentialgleichung definiert 

Auch in diesem Falle lässt sich zeigen, dass es immer eine analytische 
Funktion gibt, welche der gegebenen Differentialgleichung genfigt 
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Die Ausführang dieser Entwickelangen findet man in den Lehrbflchern 
der neueren Funktionentheorie. 

Die Funktionentheorie in Weierstrass Sinne besitzt noch eine wichtige 
Eigenschaft, die wir hervorheben mässen. Eine prindpielle Schwierigkeit der 
Dilerentlialrechnung beruht nämlich auf dem Umstände, dass es unmöglich ist, 
aus der gewöhnlichen Definition der Funktion einen Beweis für die Existenz 
eines Differentialquotienten zu erbringen. Man sieht dieses sofort ein, wenn 
man z. B. den Satz: 

Bxöy dydx 

zu beweisen trachtet. In den meisten Lehrbüchern der Differentialrechnung 
wird dieser Satz als etwas Selbstverständliches angeführt Doch hat erst Schwarz 
in neuerer Zeit einen strengen Beweis gegeben, bei dem jedoch die Existenz der 
ersten und zweiten Ableitung vorausgesetzt wird. 

Dadurch, dass man aber zeigt, dass eine gleichmässig konvergierende 
Potenzreihe als Element einer analytischen Funktion Ableitungen besitzt, die 
mindestens innerhalb des Konvergenzbereiches der Elementarreihe konvergieren, 
gelangt man zu einem streiigen Begriff der Ableitung. 

Sei- 
eine analytische Funktion, dann ist: 

Es ist demnach f{x) der Inbegriff aller aus der Elementarreihe: 

ableitbaren Reihen. *'W") 

In früherer Zeit hat man oft die Begriffe Stetigkeit und Differenzierbarkeit 
für gleichwertig angesehen, indem man als selbstverständlich annahm, dass alle 
stetigen Funktionen einen Differentialquotienten besitzen müssen. 

Weierstrass hat nun gezeigt, dass man aus der Stetigkeit keinen Schluss 
auf die Differenzierbarkeit ziehen kann. Das schien absurd, man verwies auf 
die Beweise von Duhamel, Ampere u. a. Allein diese sind fehlerhaft. 

Es gibt stetige Funktionen, die so beschaffen sind, dass es in jedem noch 
so kleinen Intervalle Werte von x gibt, für welche ein Differentialquotient im 
gebräuchlichen Sinne nicht existiert, d. h. es gibt eine Gattung von Kurven, 
an welche sich keine bestimmten Tangenten ziehen lassen. Die Kurven ent- 
stehen auf folgende Weise: 

Figur 23. 
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Denkt man sich z. B. eine Sinoslinie I und auf dieser eine zweite mit 
einer Amplitude, die kleiner ist, als die der Linie I, sowie eine dritte HI, 
welche in Bezug auf n sich gerade so verhält, wie n zu I und eine IV, und 
so weiter bis ins Unendliche, so erhält man eine Kurve, die in der Nähe eines 
jeden Punktes unendlich viel Maxima und Minima hat und welche die bildliche 
Darstellung einer Funktion ist, die keinen bestimmten Diflferentialquotienten 
besitzt Weierstrass hat eine algebraische Darstellung einer ähnlichen Funktion 
gegeben. 

Sei a eine positive ungerade ganze Zahl und grösser als 1 und b eine 
positive Zahl kleiner als 1 und stets: 

so ist: OD 

f(x) = 2 *** cos (a*7rx) 



eine solche Funktion. Sie hat keinen bestimmten Differentialquotienten, obwohl 
sie stetig ist 

Die Reihe konvergiert gleichmässig , denn die Summe ihrer Glieder vom 
nten angefangen, ist kleiner als: 

Jm 1 Jn-f 1_L. . . . = — 

1 — 

ist demnach stetig. 

Von der Ausführung des Beweises sehen wir ab. Derselbe ist in Weier- 
strass' Abhandlungen zur Funktionenlehre, p. 97, gegeben worden* 

Betrachten wir eine Grösse: 

die für jeden Wert von x innerhalb eines reellen Bereiches ein- 
deutig definiert ist und sich stetig ändert Gelingt es nun: 

/"(«+*) ~ f(x) = ch+hhf 

zu machen, wo h' mit h unendlich klein wird und c von h unab- 
hängig ist, so stellt c den Wert des Differentialquotienten dar. 

Gewöhnlich definiert man so: 

h 
für: 

Lim. h = 

Dabei wird eine doppelte Voraussetzung gemacht Man nimmt erstens an, 
dass dieser Grenzwert endlich ist und dass er dasselbe bleibt, gleichviel ob h 
positiv oder negativ genommen wird. 

Uns interessiert vorzüglich die Differenzierbarkeit der Reihen. Es gilt 
der Satz: 

Die Funktion: ^(^^^^/VC^) 



WO fy eindeutig definierte analytische Funktionen sind, ist differenzierbar, wenn 
F(x) gleichmässig konvergiert, und es ist: 

OD 
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Es reicht aber nicht aus, dass die Reihe für alle reellen 
Werte gleichmässig konvergiert. Die Glieder können nur dann zu- 
sammengezogen werden, wenn die Reihe für komplexe Werte gleichmässig 
konvergiert. Ist die Reihe für reelle Werte definiert, so kann man daraus 
nur schliessen, dass sie innerhalb des Eonvei^enzbezirkes stetig ist und weiter 
nichts. Bezfiglich der Differenzierbarkeit hat man noch kein all- 
gemein geltendes Kriterium. 



§ 10. Darstellung der eindeutigen Funktionen. 

Seien : 

«1 fl^2 »3 ' • • ö^i. 

vorgeschriebene Nullstellen, dann ist durch sie die Funktion: 

vollkommen bestimmt bis auf die Konstante A. Nehmen wir nun an, es seien 
Nullstellen in qo Anzahl gegeben, also: 

a^a^a^ " 'j an-\- ''' in inf. 
Dann wird allgemein: 

(fix) = ip(x)(^l — ^j(ji — -Jj . • . in inf. 

wobei tfj(x) eine im endlichen nirgends verschwindende Funktion ist. Nehmen 
wir den einfachsten Fall an, d. h.: 

a^ = — 1, «2 = — 2, • • • «y = — V, • • • 

so wird das Produkt: 

O+tX'+OO+t)- 

divergent, denn es ist die Reihe: 

X 




n 



demnach muss y\){n) eine solche Funktion sein, welche die Divergenz des Pro- 
duktes aufhebt und dabei im endlichen nirgends verschwindet. Eine solche 
Funktion ist aber das Produkt: 

OD * 

lle »^ 

wir haben also: 

V 



9)(x) = z(x) n f 1 + ^) 

v=0\ ^ J 



wobei noch % eine Funktion ist, die im endlichen nirgends verschwindet Man 
sieht sofort ein, dass das Produkt die oben verlangte Eigenschaft hat. 

Wenn wir die letztere Formel verallgemeinern, so wird: 






^9vKx) 



wobei gvix) eine ganze Funktion von x bezeichnet, auch die oben ewähnte 
Eigenschaft besitzen. 

Um Beispiele derartiger Darstellungen zu haben, erinnern wir an die 
Definitionen {y gleich ausgenommen): 
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Sin 7rx = «TT il ( l je*' 

cosnric = JT ( 1 — - — f—- )e«»'^-i 



Diese soeben erwähnten Sätze nötigen uns, einen neuen Begriff einzuführen. 

Unter Primfunktion von x versteht man jede eindeutige Funktion 
dieser Grösse, welche nur eine (wesentliche oder ausserwesentliche) singulare 
Stelle und entweder eine oder gar keine Nullstelle hat. Sei c die singulare 
Stelle, so ist der allgemeinste Ausdruck einer solchen Funktion gegeben durch : 

\af-e) 



(x^+') 



9\ 
€ 



von 



k und / sind Konstanten, g(- ) eine ganze rationale Funktion 

Weierstrass hat nun nachgewiesen, dass eine jede eindeutige 
Funktion mit einer (wesentlichen oder ausserwesentlichen) 
singulären Stelle entweder selbst eine Primfunktion ist, oder 
doch sich als ein Produkt von Primfunktionen mit derselben 
Stelle darstellen lässt 

Wir können uns auf den Beweis dieses wichtigen Satzes nicht einlassen. 
Man findet denselben bei Weierstrass in der Funktionenlehre. 

Ist die Anzahl der singulären Stellen eine endliche, so gilt ein analoger Satz. 

Wir wollen noch auf den Zusammenhang der Produkte mit den Potenz- 
reihen etwas näher eingehen. Zu diesem Zwecke beweisen wir folgenden Satz: 

Verschwindet eine transcendente ganze Funktion f{x) für 



a; = a^, so ist: 



/■(^) 



X 

1 



1 
wieder eine transcendente ganze Funktion. 

Es sei: 

fix) = a^^a^x-\-a^x^-\ 

= *o + *i(-^ — ßi) + *2(-^-«i)*H 

da nun für ir = a f(.r) = ist, so muss 6o = ^ sein, wir haben also : 

-^ = -«l[*i+ft.(^-«i)+*8(^-«i)'+---] 
1— — 

Auf diese Weise können wir alle Nullstellen eliminieren und erhalten: 

Wird in der Zahl der Nullstellen eine oo , dann kann es geschehen , dass 
die letztere Potenzreihe: 

nicht mehr konvergiert Dann muss die Produktenentwickelung in der Weise 
modifiziert werden, dass man die Funktionen ^(^> einführt, wie oben an- 
gedeutet ist. 
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Wir wollen noch beweisen, dass wenn: 



X 



«— 1 



»— 1 -«-» 



a: 



gesetzt wird, das Produkt: 



7t 



A_|.y«('> 



unbedingt konvergiert. Denn dieser Beweis ist erforderlich, um die Berechtigung 
der oben eingeführten Form zu erweisen. Wir haben: 









e 



V a«/V «n/ 



1 «^ 



N 






1 :xr 



X 



;« + l 






r + 



= 1-- — (l + «n) 



n a" 



Demnach wird das obige Produkt konvergieren, wenn die Reihe: 



A = (» 






a; 



a 



-"1(1 + «.)! 

N 



konvergiert. Nimmt man an, dass: 

«1 < «2 < ^8 " • 
und dass: 

Lim. a„ = 00 
so ist klar, dass man immer ein endliches n angeben kann, für welches: 




n 



X 



l(l+^)l<<J 



wo d eine beliebig kleine vorgegebene Grösse bezeichnet Das Produkt kon- 
vergiert also in diesem Falle unbedingt. 
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